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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ФРАНЦУЗСКОМУ 
ИЗДАНИЮ. 


Опубликование настоящего второго тома «Анали- 
тической механики» произошло с некоторым замед- 
лением, главные причины которого мы здесь изложим. 
Лагранж уже отдал в печать несколько первых 
листов, когда смерть похитила его у наук. Наблюде- 
ние над изданием настоящего тома взял на себя Прони 
(Ргопу), причем в чтении корректур ему помогал 
профессор королевской военной школы Гарнье (багшег). 
Рукопись УП и УШ отделов оказалась в полном 
порядке *), но при ознакомлении с [Х отделом обна- 
ружилось, что эта часть является неполной и что 
закончен лишь первый ее параграф. Тогда было пред- 
ложено Бинэ (В1щеб) совместно с Прони и Лакруа 
(Гасго1х) произвести необходимые изыскания в бумагах 
Лагранжа с тем, чтобы восполнить, если бы это 
оказалось возможным, содержание указанного отдела. 

Их исследования привели к убеждению, что наш 
знаменитый автор подготовил лишь эту часть и что 
ничего вполне законченного в бумагах не затерялось, 


*) Можно, наоборот, полагать, что если бы Лагранж 
прожил ещё некоторсе время, то он почти совершенно изменил 
бы отдел УП который, очевидно, был составлен не столь 
тщательно, как остальная часть его труда. Встречающиеся 
здесь ошибки в выкладках таковы, что их совершенно невоз- 
можно исправить, не изменяя текста, в силу чего мы вынуж- 
дены воспроизвести их в настоящем издании. (Прим. Бертрана.) 
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Так как многочисленные занятия не дали возмож- 
ности Прони следить за печатанием, которое, в особен- 
ности в 1Х отделе, требовало большого внимания 
с целью согласования содержания и обозначений 
прежнего издания с той частью нового, которая уже 
была напечатана, Бинэ согласился обременить себя 
этой, временами трудной, работой. Были использованы 
все заметки, обнаруженные на полях экземпляра 
Лагранжа и сделанные его рукой. 

Ввиду невозможности ‘поместить в тексте некоторые 
записи, касающиеся вращательного движения, слишком 
неполные, чтобы составить отдельный параграф, они 
были объединены в заметки, помещенные в конце тома. 
Другая заметка получилась из замечания Лагранжа, 
найденного также среди его рукописей; она касается 
проблемы определения орбит комет, которая рассемот- 
рена в $ Ш отдела УП. 


иЕКряуоччеУе 57 
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ОТДЕЛ СЕДЬМОЙ. 


О ДВИЖЕНИИ СИСТЕМЫ СВОБОДНЫХ ТЕЛ, 
РАССМАТРИВАЕМЫХ КАК ТОЧКИ 
И НАХОДЯЩИХСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛ 
ПРИТЯЖЕНИЯ. 


Все системы действующих друг на друга тел, дви- 
жения ‘которых могут быть определены с помощью 
законов механики, могут быть распределены на три 
группы; в самом деле, их взаимодействие может 
проявиться лишь тремя известными нам различными 
способами: либо с помощью сил притяжения, когда 
тела изолированы друг от друга, либо с помощью 
соединяющих их связей, либо, наконец, непосред- 
ственным столкновением. Наша планетная система 
принадлежит к первой группе, поэтому относящиеся 
к ней проблемы должны занять первое место среди 
проблем динамики. Их мы и сделаем объектом иссле- 
дования настоящего отдела. 

Хотя в случае систем этой группы, где все тела 
рассматриваются нами как движущиеся свободно, 
очень легко найти уравнения их движения, так как 
необходимо лишь привести все силы к трем взаимно 
перпендикулярным направлениям и на основе принцина 
ускоряющих сил приравнять силу по каждому из этих 
направлений элементу скорости по тому же направ- 
лению, разделенному на элемент времени, — тем 
не менее следует всегда предпочесть применение формул, 
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приведенных в отделе ТУ, так как они прямо и без 
всякого предварительного разложения сил дают наи- 
простейшие дифференциальные уравнения, каковы бы 
ии были координаты, применевные для определения 
положения тел, и даже в том случае, когда тела 
вместо того, чтобы быть совершенно свободными, 
вынуждены двигаться по заданным поверхностям или 
линиям. 

Начнем с напоминания формул, которыми мы вос- 
пользуемся. 

1. Пусть т, т, т’,... — массы различных тел, 
рассматриваемых как точки; х, у, 2— прямоугольные 
координаты тела т; 5’, у’, 2’ — тела т’и т. д., при- 
чем все эти координаты отнесены к одним и тем же 
неподвижным осям в пространстве. Получим 


__ __ 452+ 4? + 42? ‚ 4х2 {+ ау’? + а3'* 
Г=т 241? тт 24? 


А если вместо прямоугольных координат х, У, 2 
желательно применить какие-либо другие: &, 1, С, 
нужно только заменить величины х, у, 2 функциями 
величин & 1, С в выражении 45’ -- 4? + 42°; точно 
так же в выражении 45” -- 4у*-- 425’? величины т’, 
у’, 2’ должно заменить функциями величин Ё’, 7’, 5’, 
если желательно преобразовать прямоугольные коорди- 
наты т’, у, 2 в’, 1’, С ит. д. Таким образом, ве- 
личина Т станет функцией переменных &, т, С, #,, 7’, 
С’,... и их первых производных. 

Пусть теперь А, О, Р,... — силы, которыми каждая 
точка массы т притягивается к центрам, неподвижным 
или движущимся, расстояния которых г, 4, р, будучи 
заданы в координатах х, у, 2, ставут также функ- 
циями &, 1, 6. 

Получим 


ЗИ = Аг + 084+ Р8р+... 


независимо от того, будет ли 6П полвым дифферен- 
циалом или нет; обозначая теми же самыми буквами 
Фо штрихом, с двумя штрихами, ..., аналогичные 


О ДВИЖЕНИИ СИСТЕМЫ СВОБОДНЫХ ТЕЛ 14 


величины, относящиеся к телам т’, т”,..., получим. 
СУ = тёП -- т’ ПП’ + тп... 


Если, помимо этих сил, направленных к заданным 
центрам, имелись бы еще силы взаимного притяжения 
между всеми частицами тел т и т’, то, обозначив 
через г расстояние между этими телами, расематри- 
ваемыми как точки, и через А-?силу притяжения, 
зависящую или не зависящую от расстояния, следует 
к.6У прибавить член тт’Абг и совершенно так же 
поступить для всех других тел, между которыми 
имеется взаимное притяжение. 

Но так как мы предположили, что тела свободны, 
то координаты, определяющие их положение в про- 
странстве, независимы, и каждая из них, например &, 
дает уравнение следующего вида: 

а =. 
645 6 0Е 

2. Если величины 8П, 6П’,... являются полными 
дифференциалами, что всегда имеет место, когда силы 
пропорциональны каким-либо функциям расстояний 
от цептров притяжения, а этот случай и встречается 
в природе, то проще всего сначала взять интегралы 
П, П’,..., которые представляются в следующем виде: 


П= \ #4" + \ 094+ \ Рар+..., 
т} ва" + \ Фа’ + | Р’ар’+..., 


и тогда величина У принимает следующий вид: 
У=тП-+т Пт” ...; 


если последнюю представить в виде функции перемен- 
ных &, т, С, &’, 1’, 5,..., то из нее легко путем 


дифференцирования получить частные производные 


те: Если в этом случае функции Ги У 
- 1 
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не содержат конечного времени &, то мы всегда имеем 
интеграл 


Т+У=Н, 


где Н — произвольная постоянная; этот интеграл 
заключает в себе принцип живых сил. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


О ДВИЖЕНИИ ТЕЛА, РАССУАТРИВАЕМОГО КАК ТОЧКА 
Й ПРИТЯГИВАЕМОГО К НЕПО{ВИЖНОМУ ЦЕНТРУ 
СИЛАМИ. ПРОПОРЦИЯОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЙ 
РАССТОЯНИЯ, И В ЧАСТНОСТИ, 0 ДВИЖЕНАИ 
ПЛАНЕТ И КОМЕТ ВОКРУГ СОЛНЦА. 


3. Когда рассматривается движение только одного 
изолированного тела, то его массу т можно положить 
равной единице, и тогда получается просто 


4х? + ду? + 42? 


Т = 24:2 , 


У=П 


ЗУ = Аз" + 084 -+ Р8р+... 


В этом случае, каковы бы.ни были три координаты, 
определяющие положение тела в пространстве, эти 
координаты, в силу своей независимости, дают три 
дифференциальных уравнения следующего вида: 


ОТ ОТ ду 


644 6Е 18 
к которым можно еще присоединить уравнение первого 
порядка 
Т+У=А, 
которое заменит одно ИЗ них. 


Если бы движение происходило в сопротивляю- 
щейся среде, то, обозначив сопротивление через А, 
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следовало бы лишь к значению 6У прибавить члены 
(отд. П, п. 8) 


но в этом случае уравнение Т-- У=Я уже не имело 
бы места. 

4. Предположим, что тело т притягивается к 
неподвижному центру силой А, являющейся функ- 
цией расстояния г тела от центра; тогда мы имеем 
просто 


У = \ Лат. 


‚Примем расстояние г за одну из координат тела, 
а за две другие возьмем угол %, образуемый радиу- 
сом-вектором г с плоскостью ху, и угол ®, образуемый 
проекцией г на эту плоскость с осью 4; если начало 
прямоугольных координат т, у, 2 поместить в непо- 
движном центре, так что 


г=У 2" у, 
то мы легко найдем 
—=7с05ф с08Ф, у=гсозфяшф, 5 =гыпф, 


и отсюда 


г? (с052 фа?- ау?) + аг? ` 
= о ие та, И — \ Ваг. 


Таким образом, мы получим три дифференциальных 
уравнения относительно г, Ф, о: 


СТ от 5 
а, вк Ра, 


т 5. 5 
за та, 
ЭТ от 


а У 0 


42 № 18 
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которые ‘принимают следующий вид: 


фт г (с03? ф 4? + 4+?) —_ 

ав а НН=0, 

г2аф , г? зт ф соз ф 42° _ 

Ча Ро ав 0, 

г с03? фа? _ 

а. _—=0, 

и уравнение 
Г+-У=Н 


тотчас же дает первый интеграл 


г? (с0$? ф 43? + аф*) + 4г* 
и +2 \ НВаг=2Н, 
в котором Я является произвольной постоянной. 

5. Последнее из приведенных выше трех дифферен- 
циальных уравнений интегрируется непосредственно, 
его интегралом будет 

г? 605? фа? _ С 
ф о 


где С — произвольная постоянная; второе же уравне- 
ние становится интегрируемым, если в него вместо 
4: 

— ИТЬ — 
р подстав выражение = 6082 ф’ 
лучекного интеграла, и затем помножить на 27? 49; 


интегралом является уравнение 


г4 44? 2 тю 
4? с05? { =^”, 


выведенное из по- 


Где В — новая произвольная постоянная. 
Из этого интеграла я прежде всего делаю тот 


а 
вывод, что если допустить, что фи р. в некоторое 


мгновение одновременно становятся равными нулю, то 
они обязательно всегда остаются равными нулю; 
в самом деле, если для некоторого мгновения по- 


а 
ложить ® =0и Е. —=0, то последнее уравнение даст 
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С? = Е*, а после подстановки С* вместо Ё” это урав- 
нение примет следующий вид: 


4 1? о о 
ав” + С" ф=0, 


последнее может иметь место только в том случае, если 


4 
$=0, 2250. 
Указанное допущение сводится к тому, что в некото- 
рое мгновение тело движется в плоскости ху, что 
всегда возможно, так как положение этой плоскости 
является произвольным; тогда тело будет продолжать 
двигаться в той же плоскости и обязательно будет 
описывать плоскую орбиту, т.е. линию простой кри- 
визны. Это можно доказать и непосредственно путем 
интегрирования того же уравнения. Действительно, 
если в нем вместо 4 подставить его значение, выве- 
денное из первого уравнения, то оно примет следу- 
ющий вид: 


_ Са ©. — Д? 
с054ф4;? ' с03? ф _* 
а 
Допустим, что когда ф = 0, т. —=621, тогда мы имеем 
Е = (* + Сет —= С 
5 с052 $’ 


и последнее уравнение превращается в 


4? 1 1 .. , 
034 ф 4:22 ©0152 $ ©0052 ф (2 1 2. 9, 


откуда мы получаем 
= 
6052 4 |} 1521 — 0’ 
уравнение С разделенными переменными, интеграл 
которого имеет вид 


— ев 
ф— А = агс &1п ти 
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или 
(ео верыт (2— И), 


где Й есть значение $ для ф=0. 

Из последнего уравнения видно, что $ — й и % явля- 
ются двумя сторовами прямоугольного сферического 
треугольника, в котором + представляет собою угол, 
противолежащий стороне %. Так как мы допустили, 
что дуга Ф$—й лежит в плоскости ху, а дуга Ф всегда 
перпендикулярна к этой же плоскости, то отсюда сле- 
дует, что дуга, соединяющая эти две дуги и явля- 
ющаяся гипотенузой треугольника, образует с осно- 
ванием $ФШ— й постоянный угол #; следовательно, эта 
дуга будет проходить через концы всех дуг Ф, и все 
радиусы г будут находиться в плоскости той же дуги, 
которая, таким образом, будет плоскостью орбиты тела, 
наклон которой к плоскости ху будет постоянным 
углом $ и пересечение которой с той же плоскостью 
образует с осью х угол Й. 

Если принять для определенности за плоскость ху 
плоскость эклиптики, то ‹ будет долготой на эклип- 
тике, Ф$ — широтой, й — долготой узла орбиты и г — ее 
наклонением. 

6. Обратимся теперь к интегралу 

2 2 22 2 2 
г? (с0$ фар неа 1-2 \ Ваг=2Н: 
подставляя сюда вместо 4 найденное выше его зна- 
чение, выраженное через 49, мы получим 
г? с05“ ф 452? ‚ 4г? 
паи" Нав +2) Ва =2Н. 


Подставляя теперь сюда вместо 4ф его значение из 
уравнения 


г? 05? $ 45 
Г =С 
и полагая 
С 
—_—__ — р, 
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мы получим уравнение 
4? 10? 
откуда находим 


Е — ат 


Изн-2 ва -^ 
г 


Проинтегрировав это уравнение, мы получим выраже- 
ние для { в функции г и, обратно, выражение для г 
в функции 2. 

7. Далее, мы получим Ф с помощью уравнения 


‚ __ Ооо а, 
7 726052} 


но так как плоскость углов Ф является произвольной, 
то если ее избрать таким образом, чтобы она совпала 
с плоскостью орбиты, положив { = 0, то мы будем иметь 


р & 
также $ =0 (п. 5); следовательно, 4:= =, И В ЭТОМ 


случае угол 4$ будет тем углом, который радиус г 
описывает в плоскости орбиты. Поэтому, если мы 
обозначим вообще этот угол через 4Ф,. то будем 
иметь 

р & 

Г2 


аФ = 


и, подставив сюда значение 4, выраженное через 4г, — 
р аг 


Ым——Г_„_—} 
г? И н-? \ в4-— 2. 
Г 


интеграл этого уравнения даст нам значение Ф в функ- 
ции г и, обратно, — значение г в функции Ф. 

Далее, выражение х в функции Ф мы получим 
с помощью уравнения 


аФ = 


с05? 4 4% 
08$ ' 


аФ = 


2 Ж. Лагранж, т. И 
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которое после подстановки вместо 05 его значения, 
получевного из найденного выше уравнения 


а ф=езшт (9 —#), 
примет следующий вид: 


4Ф— 4$ _ 60814 (2—1) 
— 608 #[1-- 65? 13102 (Ф—1)| со Е- 102 (2—=й)’ 


откуда интегрированием получаем 


ФЕ = атс № 


08# ' 


где К — произвольная постоянная, а из этого уравне- 
ния мы имеем 


5 (©—Й) = с0з16 (Ф- А); 


последнее уравнение показывает, что Ф-- # является 
гипотенузой прямоугольного сферического треуголь- 
ника, которого основание есть Ф—й, прилежащий 
к нему угол # (п. 5), а Ф является стороной, противо- 
лежащей $. 

Отсюда видно, что Ф--Ё представляет собою угол, 
описываемый радиусом г в плоскости орбиты, начало 
которого лежит на линии пересечения этой плоскости 
с плоскостью ху; что Ф—Й представляет собою угол, 
описываемый проекцией этого радиуса на ту же пло- 
скость и что $ является углом наклона плоскости 
орбиты к неподвижной плоскости ху. 

8. Таким образом, данная задача разрешена, ибо 
она сводится лишь к интегрированию двух уравнений 
с разделенными переменными между &, Ф и г; шестью 
произвольными постоянными, необходимыми для пол- 
ного интегрирования трех дифференциальных уравне- 
ний в переменных г, фи ф, будут в, й, ДО, Н и две 
постоянные, которые появятся в выражениях фи Ф 
в результате интегрирования. 

В приведенном выше решении мы избрали в каче- 
стве координат радиус-вектор и два угла — долготу 
и широту с тем, чтобы сообразоваться с практикой 
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астрономов; но это решение имеет еще и то преиму- 
щество, что оно прямо дает большинство теорем, кото- 
рые обычно находятся только с помощью сферической 
тригонометрии. Если, однако, подойти к нему с ана- 
литической точки зрения, то оно представляется менее 
простым, чем если бы мы сохранили первоначальные 
прямоугольные координаты. Представляется уместным 
это показать — тем более, что одновременно будут по- 
лучены новые формулы, которые в дальнейшем могут 
оказаться полезными. 

9. Если за три независимые переменные принять 
д, у, 2, то общие формулы пункта 3 тотчас же дают 
три дифференциальных уравнения: 


2х х 

Ча Е Ит=0, 
42 

т +В. =0, 
423 5 

аз +В; =0, 


и интегральное уравнение ['] 


4х? -- 4? + 42? ` 
+ \ В ат=Н. 


Исключая А из трех дифференциальных уравнений, 
мы тотчас же получим три интегрируемых уравнения, 
интегралы которых будут 


хау— уах 
4 =С, 
5а1—х43 _ 
ит о 
у4з—2за4у _ 
@ т 


где С, В, А— произвольные постоянные, из которых 


первое тождественно с произвольным постоянным 
уравнения 


г? 05? ф 4$ _ 


ф С 


[52 
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пункта 5, так как последнее по существу является 
только результатом преобразования уравнения 
хау-—уа4х _ С 
рт; о? 
путем подстановки значений я, у, 2, указанных 
в пункте 4. 

Эти три интеграла соответствуют тем интегралам, 
которые мы дали в пункте 9 отдела ПШ для системы 
тел, откуда мы и могли бы их заимствовать. 

10. Беря сумму квадратов трех последних урав- 
нений и применяя следующее известное тождество: 


(х4у— уат)* - (242 — в ал)*-- (у4з— ау) = 
= (2 - у* | 2°) (427 -- 4у* + 42^)— (1 аз -+ у4у-- 43), 
мы получим уравнение 


г2 (4х? | 4у?-- 43?) — г? аг? 
ав И = А ВС 


подставляя сюда вместо суммы 42’ -- 4у*- 42° ее зна- 
чение, полученное из первого интеграла, и полагая 
для краткости 
2 2 2 __ 2 

мы находим 

г? ат? 

27*(Н-— \ Ва" )— ——- == 0*, 

41? 

откуда тотчас же получается 


4 
оо, 


Изн-? \ в4-— 


аналогично тому, что было получено в пункте 6. 

Если те же уравнения сложить, умножив предвари- 
тельно первое из них на 2, второе на у и третье на х, 
то мы получим уравнение 


С;з-- Ву + Ах=0, 
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которое является уравнением плоскости, проходящей 
через начало координат, и показывает, что орбита, 
описываемая телом, является плоской кривой, описан- 
ной вокруг центра сил. 

11. Обозначим через &, прямоугольные коорди- 
наты в плоскости этой кривой, причем за ось & при- 
мем линию пересечения плоскости кривой с плоско- 
стью 29; сверх того, как и в пункте 5, обозначим 
через : угол, образуемый этими двумя плоскостями, 
и через й — угол, образуемый той же линией пересече- 
ния © осью 2; эти две величины + и й будут лостоян- 
ными, и, согласно известным формулам преобразова- 
ния координат, мы будем иметь 


= 008 — 1 с0$ $ $11 Й, 
у=езтй -- 1 с0$1 с08й, 
= 51. 
Если эти выражения подставить в приведенные выше 


уравнения, то они дадут следующие уравнения: 


41 — 1 4Е 

5—1 м - 051 =С, 

148—541 
(и 

541 — 1 46 
(У 


3111603 й = В, 
туз й = А. 


Сложив их квадраты и извлекая затем корень, мы 
получим (п. 6) 

541 — 146 1 о С! 

В = А*- В - С: = =, 


60$ 


так что постоянные А, В, С выразятся следующим 
образом: 


С=Шсоз:, В- —0О5111с08й;: А=Озтечшай. 
Но если, подобно тому, как это было сделано 


в пункте 7, обозначить через Ф-- Ё угол, образуемый 
радиусом-вектором с линией пересечения плоскости 
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орбиты с неподвижной плоскостью ху, то, очевидно 
мы будем иметь 


= 005 (Ф-+ А), ч=гэт (Ф-- К), 


и последнее из приведенных выше уравнений примет 
следующий вид: 


г аФ = Ра, 


что дает нам известную теорему, согласно которой 


площадь сектора /т’АФ пропорциональна времени &. 
Подставив сюда выражение для 4, мы получим 


р 
Г)? 
г2 Изн- з\ Ваг — — 
Г 
как и в упомянутом выше пункте. 

Таким образом, задача снова сводится к интегри- 
рованию двух уравнений с разделенными перемен- 
ными относительно &, Ф и г, что мы уже установили 
раньше (п. би 7), но данное интегрирование зави- 
сит от выражения центральной силы А в функции 
радиуса г. 

12. Из полученных уравнений видно, что наиболь- 
шее или наименьшее значение радиуса по отношению 


ко времени & или по отношению к углу Ф будет опре- 
делено уравнением 


2Н—2 \ В4"— =, —0. 


Допустим, что при интегрировании указанных 
выше уравнений мы будем брать интегралы по г та- 
ким образом, что их нижним пределом будет мини- 
мальное значение г и что угол Ф отсчитывается от 
соответствующей точки орбиты; тогда угол А будет 
тем углом, который образует радиус, проходящий 
через ту же точку, с линией пересечения орбиты 
с неподвижной плоскостью (п. 7); присоединяя эту 
постоянную величину Ё к постоянной, которую может 
еще дать интегрирование по &, ик постоянным А, В, С, Н 
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или О, г, й, Н, мы будем иметь все шесть произволь- 
ных постоянных, которые и должно дать интегриро- 
вание трех дифференциальных уравнений относительно 
Хх, у, и [. 

13. Если теперь положить 


Х =гсозФ, У = гыпФ, 


то ясно, что Х и У будут прямоугольными координа- 
тами в плоскости кривой и имеющими то же начало, 
что и радиус г, причем абсциссы Х направлены к той 
точке, в которой г имеет минимум; если эти величины 
подставить в выражения для & и 1 пункта 11, то мы 
будем иметь 


Е =Х 03 — УзшА, ч=У с03 Е Хэш. 


Подставим эти значения в выражения для эф, у, 2, 
приведенные в том же пункте, и положим для крат- 
кости 


& = 08 А с03й — п зшй с03Е, 


В = — 31 А с05Й — соз А зшй с055, 
&, = 03 & Зшй -- 311 с08Й 6038, 
В, = —зш А ай с03# с03й с05 5, 


3 = 511 Ё 811 $, 
3. = с05 # $1; 
тогда мы получим 
х =о&Х -| ВУ. == т (а соз Ф { Взт Ф), 
у=: а, ХВ, У =лт (а, со Ф-- В, зп Ф), 
— о„Х -- 32 у ==Т (2 05 Ф -- В, 311 Ф). 
Эти выражения обладают тем преимуществом, что 
величины, зависящие от движения по орбите, отде- 
лены от величин, зависящих исключительно от поло- 
жения орбиты относительно неподвижной плоскости 2у. 


Приведенные выражения для х, у, 2 находятся в пол- 
ном соответствии с общей теорией, изложенной раньше 
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(отд. П, п. 10), и могли бы быть непосредственно выве- 
дены из последней. 

В самом деле, если мы наперед рассматриваем дви- 
жение по орбите, то мы имеем лишь координаты Х, У, 
так как третья координата 4 равна нулю; они содер- 
жат в себе лишь три произвольные постоянные и 
могут быть рассматриваемы как частные значения 
общих координат х, у, 5; затем с помощью коэффи- 
циентов &, В, ®,..., содержащих три другие постоян- 
ные, определяются и общие координаты. 

14. Если бы вместо того, чтобы рассматривать 
движение в плоскости орбиты тела, мы отнесли бы 
это движение к любой плоскости, пользуясь тремя 
координатами Х, У, (, которые тоже содержали бы 
в себе лишь три произвольные постоянные, то на 
основе той же теории мы получили бы общие выра- 
жения 


= аХ + ВУ +17, 
уа, ХВ, У +1, 2, 
5 =а. Х ЕВ. У-У. 7, 
а так как мы нашли (отд. ЦП], п. 10) 


=“, В —вВ, %>, /, = В&> — &3», {2 = 3, — Ва, 


то мы имели бы 
'у= 11 йЙ 5111, 1, = — 605 Й 51, = 6098$. 
Эти выражения для а, В, у, ч,..., содержащие в себе 


три произвольные постоянные величины №, й, 2, удо- 


влетворяют вообще шести заданным условным урав- 
нениям (Статика, отд. Ш, п. 10): 


иена, ИИЧИНЬ ИИА 
о а, В, в В» = 0, © а, 1, 9 1 =0, 
ВУ-Е В, 1, + В 12=0. 
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После того как мы дали общие формулы для дви- 
жения тела, притягиваемого к неподвижной точке, 
нам остается лишь применить их к движению планет 
и комет; это и послужит предметом следующих пара- 


графов. 


$ Г. 0 движении планет и комег вокруг Солнца, 
рассматриваемого как неподвижное тело. 


15. Так как в солнечной системе сила притяже- 

ния обратно пропорциональна квадрату расстояния, 
©’ 

то положим ЯА=о;, где в—сила притяжения неко- 


торой планеты к Солнцу на расстоянии г=1, откуда 
получается 


\№“=—*. 


Подставляя это значение в уравнение между Фиг 
(п. 11), мы видим, что подкоренное количество при- 
мет следующий вид: 


2 


тогда правая часть уравнения выразит дифференциал 
угла, косинус которого равен 


так что, интегрируя, прибавив к Ф произвольную 
постоянную А и перейдя от дуг к их косинусам, 
мы получим 


р Г 82 
РАЕЕИ2Н+ & 00 (Ф+- К). 
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Как видно из этого уравнения, г будет иметь наи- 
меньшее значение, когда угол Ф--КА равен нулю; 
но так как выше (п. 12) мы допустили, что угол Ф 
отсчитывается от той точки, которая соответствует 
минимуму г, то в данном случае мы имеем 


К = 0. 


Положив для краткости 


0? 2НО?* 
=, е=И 1+ 22 ? 


мы получим 


Ь 


Г 1 еб0зФ 


— полярное уравнение конического сечения, в котором 
р есть параметр и е— эксцентриситет, т. е. отношение 
фокусного расстояния к большой оси, г— радиус-век- 
тор относительно одного из фокусов и Ф — угол, кото- 
рый этот радиус-вектор образует с той частью боль- 
шой оси, которая соответствует наиболее близкой 
к этому фокусу вершине. 

Так как наибольшее и наименьшее значения г 


. | 
составляют ‚ то их полусумма равна; —; 


— И — 

1 —е 1-+-е 1 —е? ' 
это — среднее расстояние, которое мы обозначим через а, 
так что будем иметь 


6=а(1—е*), 


а если мы подставим сюда вместо 6 ие их выраже- 
ния через ДР и Н, то получим 
1 1-е _ 2Н 


а Ь Е’ 


откуда видно, что для эллиптической орбиты посто- 
янная Н должна быть отрицательной; если она равна 
нулю, то ось 2а будет бесконечно большой, и орбита 
будет параболической, но если она положительна, то 
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ось 2а будет отрицательной *), и орбита будет гипер- 
болической. В первом случае значение эксцентриси- 
тета будет меньше единицы, во втором случае оно 
равно единице и в третьем оно больше единицы. 
Существует еще одна гипотеза о силах притяже- 
ния, которая также приводит к эллиптической орбите, 
а именно — допущение, что сила’ притяжения прямо 
пропорциональна расстоянию; но так как это допуще- 
ние совершенно неприменимо к планетам, то мы на 
нем дальше не задержимся. По этому вопросу можно 
посмотреть «Рише!р!а» Ньютона, а также работы, 
в которых его теории даны в аналитическом изложении. 
16. Вернемся теперь к уравнению, которое дает # 


в функции г (п. 10), и подетавим в него — = вместо 


\ ва», 36 =2а (1 —е*) вместо О’ и — Е вместо 2Н; 
тогда оно пет вид 


` ув ИЕ В е? — "Ру 


Положим 1— = —=ес0$ 0, откуда 
т-=а (1 —ес036), 


тогда мы будем иметь 


9 а3 
[= д (1 —26036) 46, 


откуда, интегрируя, находим 


аз 
— с = и“ (9 —ез1п 0), 


где с — произвольная постоянная. Это уравнение 


*) Когда формулы дают для 2а отрицательное значение, 

то уравнение 6 =а (1 — е*) показывает, что е больше единицы; 
0? . 

так как 6 положительно и равно =, по этой причине траек- 


тория и Представляет собою гиперболу. (Прим. Бертрана.) 
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дает 0 в функции & а так как мы имеем выражение г 
в функции 0, то путем подстановки получим и выраже- 
ние г в фувкции $. 

Если ту же подетановку произвести в уравнения 
между Ф и г пункта 11, то мы получим следующее: 


ЯФ — @ ИУ1—е. 


1 —есо3 6 
интеграл этого уравнения имеет вид 


У1-— ет 0 


— аг ] 
Ф = агс 51 1 —ес036 


—- соп$. 

Но Ф в функции @ можно получить и без нового 
интегрирования путем простого сравнения выражений 
для г, что дает уравнение 


Ь 
1 есозФ —=а (1 —есоз 0), 
откуда, в силу равенства 6 =а (1 — е*), следует 
050 —е . з1т 0 
05 Ф 1 осозь, МИФ оо 1—6 
а отсюда 


и-И туз. 
—е 2 
Из этих формул видно, что когда угол 0 увеличи- 
вается на 360°, радиус г получает первоначальное 
значение, а угол Ф тоже увеличивается на 360°. 
Таким образом, планета, совершив полный оборот, 


возвращается в ту же точку пространства. Но когда 
угол 0 увеличивается на 360°, то время Е возрастает 


аз 
на и“ х 360°; таково то время, какое затрачивает 


планета, чтобы вернуться в ту же точку своей 
орбиты, и которое вазывают периодом обращения. 
Таким образом, это время зависит только от вели- 
чины оси 24а и имеет то же значение, как если бы 
планета описывала окружность с радиусом, равным 
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среднему расстоянию а. В этом случае мы имели бы 


е=0, #—с=0 и“, 8=Ф; 


следовательно, время было бы пропорционально прой- 
денным углам. Если бы мы допустили, что в =1, 
и среднее расстояние а Земли приняли в качестве 
единицы расстояний, то времена были бы выражены 
теми самыми углами, которые Земля описывала бы, 
если бы она двигалась со скоростью, равной единице, 
по кругу, радиус которого был бы равен среднему 
расстоянию. Движение по такому кругу — это то дви- 
жение, которое астрономы называют средним двизже- 
нием Земли или Солнца и к которому они обычно 
относят движение других планет [?]. 

17. Когда орбита гиперболическая, большая ось а 
остановится отрицательной, а угол 0 мнимым. Для 
того чтобы применить приведенные выше формулы 
к этому случаю, положим 


а=—А и 0= 


согласно известным формулам, — причем 1 является 
числом, гиперболический логарифм которого равен 1, — 
мы имеем 

9109 1+1 
——=, 6050= 
И —1 

в силу этого уравнения предыдущего пункта принима- 
ют следующий вид: 


я 9 = 


ибо е> 1. 
18. Уравнение 
г (1 + есоз Ф) = 6, 
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полученное в пункте 15, если в нем вместо г соз Ф 
подставить Х (п. 13), дает 
ХТ Шви) г 
[= [= 

Если вместо г подставить его значение в функции (0, 
т.е. а(1—ес0$0), мы получим 

Х =а(с080—е), 
а так как У=]/ г Х*, то мы найдем 

У =а|И 1 — е*в1п0. 
Это — очень простые выражения, которые можно под- 
ставить в общие выражения х, У, 2 того же пункта. 

Таким образом, дело сводится только к тому, 
чтобы подставить значение 0 в функции #, вытекающее 
из уравнения, приведенного в пункте 16, и тогда мы 
получим три координаты как функции времени. 

19. Угол 0, который мы ввели вместо $, —это тот 
угол, который в астрономии называют эксцентриче- 
ской аномалией и который соответствует средней ано- 

„— 

малии (1— с) и Е. и истинной аномалии Ф; но астро- 
номы обычно отсчитывают эти углы от той вершины 
эллипса, которая наиболее удалена от фокуса, в кото- 
ром, согласно допущению, помещается Солнце, и кото- 
рую называют афелием или верхней точкой апсид, 
между тем как в приведенных выше формулах пред- 
полагается, что углы отсчитываются от наиболее 
близкой к указанному фокусу вершины, которую на- 
зывают Перигелием или нижней точкой апсид [?]. Для 
того чтобы отнести их к афелию, следует лишь при- 
бавить угол в 180°, или, что то же, переменить знак 
величины е. Однако, если избрать начало аномалий 
в перигелии, мы приобретаем то преимущество, что 
получаются формулы, одинаково применимые к пла- 
нетам, эксцентриситет которых очень мал, и к коме- 
там, эксцентриситет которых почти равен единице, 
так как их болышая ось очень велика, а параметр 
сохраняет конечное значение. 
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20. Нам остается еще определить 8 в функции &, 
т. е. определить эксцентрическую аномалию при по- 
средстве средней; это— проблема, известная под на- 
званием задачи Кеплера, так как последний впервые 
ее поставил и попытался разрешить. Ввиду того, что 
уравнение между Е и 0 является трансцендентным, 
вообще говоря, невозможно получить значения 6 в функ- 
ции { в виде конечного выражения; но если допу- 
стить, что эксцентриситет е очень мал, то @ можно вы- 
разить с помощью более или менее быстро сходяще- 
гося ряда. Для того чтобы придти к нему возможно 
более простым путем, мы воспользуемся общей фор- 
мулой [*], выведенной нами в другом месте *), для раз- 
ложения в ряд решения некоторого уравнения. 

Пусть имеется уравнение вида 


и=0—1 (6), 


где (0) обозначает любую функцию 0; тогда мы, на- 
оборот, имеем 


4[/(и)?] | 4? 3 


Если мы вообще хотим определить значение любой 
функции от 0, Ё (9), положим 


=’ (0) ® 


7 


и тогда мы будем иметь 


р 4 28’ 4? 3’ 


21. Чтобы применить эту формулу к уравнению 
пункта 16, положим 


1(8) =еяп0 и и= (1—5) ИЕ; 


*) См. Мётогез 4е ВегИп 1768 — 1769, Тивоге 4ез Ёопси- 
оп, Свар. ХУГ, 11!ге рагые, и Тгайё 4е 1а гёзоаНоп 4ез 
бацаНопз, по И. (Прим. Лагранжа.) 
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тогда мы получим непосредственно 


. а $1ш3и 4? 3103 и 
— ао З 
9 =и -Резлти - е 5 Не’ за... 


Здесь остается лишь выполнить указанные дифферен- 
цирования; однако, для того чтобы получить возможно 
более простые выражения, представляется целесооб- 
разным предварительно выразить степени синуса через 
синусы и косинусы углов, кратных угла и. 

Точно так же мы будем иметь 

это = эти + езтии соз и | ев) 


з 4? (зЗшЗисози) 


Те азай То 


0$ 0 = сози — е зат? и — е* ати ез фи 
2 ци 2. З4и? "'’*? 
71719 т) 3 
, 811 И 42 $1? И 
ши о С05?и с05* и 


иена 


Таким образом, согласно формулам пунктов 16 и 17, 
мы получим 


3 
Те а +6 о. зав т. 


, 413 и 4? $114 и 
ИИ _—_ 2 2 3 О 
"= @(1—е сози -- е зи -е аи Ге а. зав! ) 
"= а" [(1 —есози)" -{- пе? з1щ? и (1 — есози)"-* 
пез а 5103 и (1—е соз ИИ ] 
ОЕ, "ИИ. 
аи 3423‘ и ] 
—@ а тэ о “"”... 
9 ди 9. Заи? 
› а (511? исоз и} 


У=аИ1—е [зи рези сози + е ба + 


Хх =4| сози—е (1-11 и) —е 


34? (5113 и соби) 


-е ом... | , 


$112 и 
Фф и и ши о 1-+5с05и 
в>= 1—е [о нение 2 аи ++ 
$103 и 


2 


1 
и... |. 


О ДВИЖЕНИП СИСТЕМЫ СВОБОДНЫХ ТЕЛ 33 


22. Отсюда можно было бы вывести значение уг- 
ла Ф, выраженное с помощью ряда, определяющего 
угол при посредстве тангенса, но этим путем было бы 
трудно получить ряд, закон которого можно было бы 
установить. Для того чтобы получить подобный ряд, сле- 
дует сначала определить значение угла Ф из уравнения 


что можно осуществить очень изящным способом, 
пользуясь мнимыми показательными функциями. Дей- 
ствительно, обозначая через 1 число, гиперболический 
логарифм которого равен единице, мы преобразуем 
последнее уравнение к виду 


ЗИ ти к у -! -5 1 
1 —1 * = 1 —1 
РУ -РУ= 1-е зу У 
1 1 2 1 +1 

или 


1 + е 
откуда, ПОЛОЖИВ у! + р — 8, получаем 


ФУ И?) ПИР 1-3. 
(1-9 И-! 1-3 


наконец, полагая 


Ре 
+1 14+И1-е?’ 
имеем 


—__ МУ - 
Футорин 1-Е 
1 ЕВИ-1 


3 Ж. Лагранж, г. П 
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Прологарифмируем теперь обе части этого равенства и 
разделим на И -—1; тогда мы получим 


ФЕ 102 (1 Е! И- 10 (1— ЕВУ-1) 
у -1 у 1 

разложив логарифмы правой части в ряды и подставив 

затем вместо мнимых показательных функций соответ- 

ствующие им вещественные синусы, мы, наконец, 

получим ряд *) 


| фе 50 15 вт 20 +7 за... 


Теперь остается только подставить вместо 0 его 
выражение в функции и. Если это сделать и при этом 
для краткости положить 


(Г = сози + Ё соз2и + Е* соззи + ..., 


то мы получим 


. е? 4 пи  е24* 1т3и 
Ф=и-езши- — 5 ов Г... 


(+2 ти ва 20 + 27° вы За + ... 


4? (П з1п3и,) 


. 4 (0 зт?и) А 
... + 2680 эти -- 2 Е — 5; — + 2е3Е 2. Зи? 


аи 


Выражение для И можно привести к конечному виду, 
и тогда мы найдем 


с0зи—Е _ (1+ И 1-е?) сози-е 


О = Е сои Е = 2 (1— есоз и) ° 


*) См. в Мешто!гез 4е 1’Аса@аёт1е 4е ВегИп за 1776 г. мно- 
гочисленные применения этого метода. (Прим. Лагранжа.) 

Мемуар, к которому Лагранж отсылает читателя, озаглав- 
лен: Бо оп 4е дае]4иез рго тез 4’автопоше раг 1е 
поуеп 4ез з6г1ез; он помещен в [У томе Оепугез 4е Гастапое, 
стр. 275. (Прим. Дарбу.) 
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Эти формулы обладают тем преимуществом, что они 
дают закон рядов, который не мог бы быть наперед 
установлен. 

23. Если за илоскость ху принять плоскость эклип- 
тики, которую мы предполагаем неподвижной, и до- 
пустить, что ось х направлена к точке весеннего рав- 
ноденствия, то угол ф представит. собою то, что назы- 
вают долготой планеты, угол й будет долготой узла 
и угол Ф— широтой; отсюда ясно, что угол Ф-РЁ, 
проекцией которого на эклиптику является ф — й, пред- 
ставляет собою долготу в орбите, отсчитанную от 
линии узлов, или же так называемый аргумент ишши- 
роты’, уравнение (п. 7) 


(9—1) = с05й (Ф +), 


дающее угол $ в функции Ф, может быть решено, 
если наклонение достаточно мало, разложением в ряд 
с помощью того же метода мнимых показательных 
функций, который был применен выше. Для этого 
следует лишь в выражении {ф в функции 0 подставить 
Ф 9 
$—й вместо =, Ф-- А вместо > и с0з: вместо з, 
в результате чего получится 


Е чот = В, 


и мы будем иметь 
9-й = (ФА) — 18° т 2 (ФЕ) + 
1 ‚. Че. 
+585 314 (ФЕ >. 8116 (Ф-- А) + ... 


Уравнение, дающее $ в функции $ (п. 5): 


фе ф= в тыш (Ф— 1), 


может быть решено таким же образом, но в этом слу- 
чае получается менее изящный ряд. Сначала мы 


3* 
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будем иметь уравнение 
фФИ-1_;-+И-1 и ;9-мУ-_;-(-ЮИ-1 
——— Що = к 
ФУ-т, Уф 5 2 


где 1! обозначает число, гиперболический логарифм 
которого равен 1, а отсюда получается 


51 
о 1 
т ДИНЫ 2 . 

Ш ка 9? У -1_;-@-п) У-11 


9 - У 1 _ :-Ф-№У -1 | 


логарифмируя, имеем 


ф= #7 [19-1 И-!_— 1-($-—п) У-1| + 


У -1 
6581 (ФРИ -1_ ;:-(9-ю ИИ 
—— ——_ [1(? п) —1 (?—1) ] —- 
3.8У —1 
405} оо — 
8’ п 9-ЮИ-1 ро-юуУ- + 
5.32 У —1 
ее. и. и 


и, наконец, разлагая степени мнимых показательных 
функций и подставляя соответствующие им синусы, 
мы получим 


ф= + ще (2—1) + [511 3 ($—#)—Зэт (2—1) + 


$557 
ТБ. 16 


[3115 (Ф—й)—5 11 3 (2—1) + 10 т (2— №) + 


Полученные нами ряды являются сходящимися 
только в том случае, когда эксцентриситет е*) или 


*) В Мето!гез 4е 1’Асааёпие 4ез Зе1епсез за 1893 г. Лаплас 
дал условия, необходимые для сходимости приведенных выше 
рядов. Тот же вопрос был затем рассмотрен Коши (Саисву) в 
Сошрёез геп4из 4е |’Асадёпйе Чез Заепсез и в Ехегясез 
4’апа1узе её ае рвуз14ие ша ётаЙаце за 1541 г Анализ Ко- 
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наклонение # очень малы; следовательно, они приме- 
нимы только к эллиптическим орбитам, очень мало 
отличающимся от круга и мало наклонным, каковы 
орбиты планет и их спутников; исключение составляет 
лишь Паллада, одна из четырех новых малых планет, 
наклонение которой к эклиптике составляет около 34°, 


} 
что дает. впрочем, для “> еще достаточно малую 


величину; таким. образом, ряд, дающий х в функции ф, 
будет быстро сходящимся, но ряд, дающий $ в функ- 
ции ©, будет сходиться гораздо медленнее. 

24. Помимо того случая, когда эксцентриситет е 
очень мал, задача Кеплера поддается аналитическому 
разрешению еще и в том случае, когда эксцентриситет 
очень мало отличается от единицы, что имеет место 
для орбит, близких к параболическим, каковыми явля- 
ются орбиты комет. В этом случае большая полуось а 
очень велика, и уравнение пункта 15 


1 _ 1-е? 
а _Б ’ 


в котором 6 равняется параметру, дает 


пги был дальше развит и дополнен Пиюзе (Ри1зеих) в Уойгпа! 
4е та ётайаиез Лиувилля, т. ХГУ, 1849. См. дополнение 
в конце настоящего тома. Сверх того Лежандр (ТГебепаге) 
в Ехегз1сез Ае са1са] И\{6ота! (У рагМе, п 116) дал много 
лучше сходящийся ряд для выражения Ф в функции 9—1. 
Этот ряд может быть применен даже к планете Палладе. 
(Прим. Бертрана.) 
Ряд Лежандра следующий: 


. 2 с 
923 5 9 (9—5 18° 5 903 (#—1) + 
5 8 эп Ч 78а 9 7 — 


(Прим. Дарбу.) 
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Уравнение между Е и (п. 16), будучи представлено 
в виде 


(1—5) И = —езть 


показывает, что когда а очень велико, @ становится 
очень малым, так что $110 может быть разложен в ряд 


03 05 
бэ. Ко. 3.4.5 


Произведя соответетвующую подстзновку в преды- 
дущем уравнении, мы получим 


Е _ в 05 
(—с) И +... 
Ь 93 р? 
(8-5 3+ О 


1 
откуда видно, что величина 0 — порядка =. Следо- 


вательно, если положить 


9 
6 = 
Уз 
и ограничиться приближением лишь до членов порядка 
1 
—, то мы рулем иметь 
(У == + 
_. ( \ 3 1 5 
ие 9—0 295 6°). 


С тем же приближением мы получим 
= 6, (3—59*—5.50*), 
ШО (9+%56°), 
Хх в (116), 


— УИЬ 
У — — =. 
У=И 0—6". 


| 
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Пусть Г —значение ©, когда а = со, т. е. в случае 
параболы; для определения 7 в функции Ё мы имеем 
уравнение третьей степени 


ТЗ -- ЗЬТ = 6 (#—с) Ув, 


которое ви 


ГЕИ 3(-ОИ+И9@-оРЕЫ + 
+Узи-дИ-У9оатЬ: 


и если положить 
т БТз 1 


— 
‚_ 4 6 3.4.5 
о 
то мы получим 
Т’ 
ИТУ +... 
откуда 
ЬТ? Тз , 
ТТ (чз +ТТ’), 
(2 ® — Т р Тз 7) 
52 1 Ув УЬ/` 


О 
(+ 17, 
НЕЙ у 


Однако иррациональность вырэжения 7 всегда бу- 
дет создавать препятствие для.широкого применения 
этих формул при вычислении параболических или 
почти параболических орбит. 

25. Относительно параболического движения сле- 
дует отметить, что время, затраченное на прохождение 
какой-либо дуги орбиты, может быть определено 
с помощью довольно . простой формулы, содержащей 


} 
у 1 
А =о 
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лишь сумму радиусов-векторов, соответствующих обоим 
концам дуги, и хорду, стягивающую эту дугу. 
Если принять а бесконечно большим и положить 


6 =*]/6, то приведенные выше формулы дадут 
—е)Ив=ьиь г ле 
6(#—с) Из =6И Ъ(3* + =*), =, 
2т=Ь(1- *°), 2Х=6(1— <*),° У=фм. 
Обозначим штрихом аналогичные величины, отно- 
сящиеся к другой точке параболы; тогда разность 
[’—1, т. е. время, затрачиваемое на прохождение дуги 


параболы, заключающейся между двумя заданными 
точками, выразится формулой 


6(#—ВИе=ёИ В (3 - 2 + <*' + <”) (<' — *). 
Но мы имеем 
Х=ь—г, У=у 2 —, 
и если через у обозначить хорду, соединяющую концы 
радиусов ги г’, то мы получим 
у? =(Х’— Хх) (7У’— У) = 
= (г’— "+ (И 2" = 2 -— в}. 
Положим для краткости 
(7 —= У — (г’— г); 
тогда мы получим уравнение 
= --ИУ 2т— в, 


из которого надлежит определить величину 6. 
Освободившись от корней и расположив члены по 
степеням 6, мы получим 


В (' у 1 — (+ г) 9 =0, 
откуда следует 


(1? {г’—г- И» 0?) 


| — б) [(г — г)? + (7?] ) 
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или после умножения числителя и знаменателя на 
г’ т— И4"т— (7 
(72 
— 2 (г +г—- И 4—0) 


Но мы имеем 


—_ У 25" — 5? 
Оф ’ 
следовательно, 
Г) й 3 ' 2 
ибт=т И 2-х + << =8 +) 3—6. 
таким образом, 
бир = = [66 ("' +) — 0 


ву 


подставляя сюда значение 6, мы приведем правую 
часть к следующему виду: 


[ее И я” ОНУ 2+2" 05°. 
И, паконец, заменив 0? его значением и положив 
гг’ =$, мы получим 
_ (@2$+ Из? — уз — 9?) и 25 —2 Уя-я 


6УЕ 


Это выражение может быть представлено в следующем 
более простом виде: 


Ё’— 


_ ( + у)! — (5 — у) 


6У; 


в чем легко убедиться путем возведения в квадрат. 

26. Эта изящная формула была впервые дана Эйле- 
ром в седьмом томе М1зсеПапеа ВегоПпепза. Ее можно 
было бы вывести из леммы Х третьей книги «Рите! ра 
таВета&1са», если представить аналитически построе- 
ние, при помощи которого Ньютон определяет скорость, 
с которой точка, двигаясь равномерно, пробежала бы 


Ё’ — 
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хорду параболы за то же время, за которое комета про- 
бегает соответств, ющую дугу; при этом следует принять 
во внимание, что у параболы полусумма радиусов-век- 
торов, проведенных к концам любой дуги, всегда 
равна радиусу-вектору, заканчивающемуся в вершине 
диаметра, проведенного через середину хорды парал- 
лельно оси, — с прибавлением к нему той части этого 
диаметра, которая заключена между дугой и хордой; 
отсюда и из [Х леммы получается значение этого 
последнего радиуса, выраженное через хорду и сумму 
радиусов-векторов, соответствующих обоим концам 
хорды. 

Ниже мы увидим, каким образом эта формула может 
быть распространена на движение по эллипеу и по 
гиперболе *). . 

27. Наконец, уравнение между 0 и & всегда можно 
решить приближенно, если допустить, что время # 
очень мало; тогда мы получим для 0, а следовательно, 
и для переменных, от нее зависящих, ряды, располо- 
женные по степеням $, которые тем быстрее сходятся, 
чем меньше значение #. Однако в этом случае проще 
получить решение непосредственно из дифференциаль- 
ных уравнений относительно т, у, 2 и [ пункта 9, 
5 


положив в них В=„». 

*) Формула, касающаяся времени, необходимого для про- 
хождения дуги параболы, часто приписывалась Ламберту 
(ГагпЪег$), который, действительно, при!'ел к ней в 1761 г,., 
не зная о существовании мемуара Эйлера, где эта формула 
была доказана, хотя этот мемуар был датирован 1744 г. Сам 
Лагранж долгое время разделял эту ошибку; действительно, 
в первом своем мемуаре Зиг 1е ргоёте 4е 1а а&егийтайоп 
Чез отЬЦез Чез сотёез Ч’аргёз (то1з озегуаМопз (Оечутез 
де Гасгапое, %. ГУ, р. 439) ои в связи со своей теоремой гово- 
рит: «Ламберт пришел к одной из наиболее изящных и полезных 
теорем, которые были открыты по данному вопросу и которые 
в то эже время обладают тем преимуществом, что они при- 
менимы к эллиптическим орбитам». Эти слова были напечатаны 
в 1780 г., т. е. за три года до смерти Эйлера, который никогда 
не заявлял о своем праве на приоритет. В Мётогез 4е ВегИп 
за 1771 г. Ламберт упоминает о той же теореме и приписывает 
себе ее открытие. (Прим. Бертрана.) 
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Рассматривая переменные х, у, 2 как функции 2 

и допуская, что они превращаются в хх’, уу, 
2-2’, когда & превращается вЁ - Г’, мы имеем вообще, 
согласно известной теореме, 

, _ 42 4х #?  а3х +? 

м! Тая Тао зе... 

, у , 2у #2 43 Ё’2 
=а а 
у 9 5 Рав 5.81...) 


7’ —_ 48 422 Ро 435 #”? 
а Нат 9 Таз... 


куда нам остается только подставить значения 
дифференциалов Хх, у, 2, полученные из трех урав- 
нений 


4х вх _ 49 Бу _ 425 88 _ 
де На = 0, ден 0, дан =0, 


к которым для упрощения выкладок можно присоеди- 
нить уравнение пункта 10 относительно г 
таг? м 


2Нт? -- 207 — —= 0, 


которое, будучи продифференцировано и разделено 
на 2т4тг, дает 


ри 


откуда, дифференцируя еще раз и полагая для сокра- 
щения 


__ гат 
— 4’ 
МЫ получим уравнение 
425 58 _ 
4? + я 


которое совершенно сходно с предыдущими. 
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Таким образом, с помощью последовательных диф- 
ференцирований и подстановок мы получим 


4х 8% 4х _ 355, _& ах 
а? 1’ 048 в _” 4’ 
4х _ (33 4$ 31585, 2.385 45 
ай  \гё & о 5 4’ 
Фх _ | _3.3.-58 845 95-76 и 
ав \ г? | №9 8. 
/З. 38 4 _ 3.3.5 852 фе 
= 5 г? а ' 


и так далее. 

Подобные же выражения мы получим для диффе- 
ренциалов у и 2, заменив лишь 1 через у и 2. 

28. Произведем эти подстановки, и так как в этих 
формулах величины т, у, 2 и их дифференциалы 
относятся к началу времени #{, то, меняя Г’ на 1 
и обозначая через х, у, 1, г, з значения х, У, 2, Г, 5, 
соответствующие {=0, и полагая еще для сокращения 


, 4 
= еее з т 
о 


мы получим следующие выражения: 
хто У, у= УТ 57 У, РТУ. 


45$ 
Что касается постоянных $ и 2. входящих в эти 


выражения, то следует отметить, что они приводятся 
тотчас же к постоянным Д и РН, от которых, как мы 
показали в пункте 8, зависят элементы а, 6, с эллип- 
тической орбиты. В самом деле, если оба уравнения 
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относительно г, приведенные в предыдущем пункте, 
отнести к началу времени 1, то мы будем иметь 
(г аг)? 
(14 


г =2Нт"— р, “09 ЕН, 


— р 48 _ 8 
5* = 2от + 2Н!г* — 0, Шан +», 


а подставив вместо Н и 0 их значения —= и 26 


(п. 15), мы получим 


4$ _ 11 2 _ г? ^ 
Ж=8 (1—2), 8 (%-Г-6), 
откуда следует 
11 1203 г 52 


= —- Ь — о 


а г 24’ 


Отсюда ясно, что величины Т и У зависят только 
от формы орбиты и вовсе не зависят от положения 


ее плосвости. . 
г а 


(91 
же дифференциальным уравнением, какое определяет х, 
то мы получим для этой величины такое же выражение, 


29. Так как величина или $ определяется таким 


а. Таким образом, 


ах 
заменив ЛИШЬ ХИ — через 5и 3: 


(/А 
мы будем иметь 
г аг 45 
$===зГ + И. 
Отсюда, интегрируя и прибавив постоянную г’, мы 
получим 


24$ 


г 25 та, \ У 4, 


где интегралы должны быть взяты таким образом, 
чтобы они были равны нулю при #=0. Подставив 
значения Г и УТ и расположив члены по степеням &, 
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мы, следовательно, получим 
28$ 3552 #1 
РЕ Р-Я (1 ЗЫ 
99545 15153 ‚ 8725 $5 
т (= ям Г не. 5! 
Это выражение для г” должно быть тождественно 


с тем, которое дали бы значения 1, У, 2; действительно, 
так как г* =2*-- у’- 2”, то мы также имеем 


= (ху + 22) 7-2 УЕ у 
4х? - ду? -{ 42? т, 
ни Г у’. 
Но 
2 2 2 п? х ах + у4у+ 242 _ ГАР _ 
х ту 1 =, Е = — 
и 


ааа они 9) 
_ 469. т. 27) = 8 


Г ) 


так что мы будем иметь 
г" = Г.Г -- 25ТУ -- С + :) у’; 


это выражение совпадает с тем, которое было приве- 
дено выше. 


$ П. Определение элементов эллиптического 
или параболичеекого движения. 


30. В теории планет элементами называют шесть 
постоянных величин, служащих для определения формы 
орбиты, ее положения по отношению к неподвижной 
плоскости, за которую принимают плоскость эклиптики, 
и эпохи, или момента прохождения планеты через 
афелий или перигелий [$]. 
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Пусть, как в предыдущем параграфе, а будет боль- 
шая полуось, или среднее расстояние, и 6 — параметр; 
эти два элемента определяют форму орбиты; если 
через е обозначить эксцентриситет, или отношение 
фокусного расстояния к большой оси, то мы будем 
иметь 


р —=а(1—е”) 


е = И 1-2. 
а 


Пусть, далее, с — время, соответствующее прохож- 
дению планеты через перигелий; этот элемент совместно 
с двумя предшествующими служит для определения 
эллиптического движения независимо от положения 
орбиты в пространстве. 

Для того чтобы определить это положение, обозна- 
чим через А долготу перигелия, отсчитываемую от линии 
узлов, т. е. угол, образуемый частью большой оси, 
соответствующей перигелию, с линией пересечения 
плоскости орбиты с неподвижной плоскостью; этот 
элемент определяет положение эллипса в плоскости 
орбиты [']. 

Пусть, наконец, :— наклонение этой плоскости 
к неподвижной плоскости, которая считается основной 
и за которую в астрономии обычно принимают пло- 
скость эклиптики (в наших формулах мы примем ее 
за плоскость координат х, у), и пусть й— долгота 
узла, т. е. угол, образуемый линией пересечения обеих 
этих плоскостей с неподвижной линией, за которую 
астрономы принимают линию, направленную в точку 
весеннего равноденствия и которую мы примем за 
ось 2-ов. 

Указанные шесть величин а, 6, с, й,&, А являются 
элементами, которые надлежит определить по неко- 
торым обстоятельствам данного эллиптического дви- 
жения. 

31. Наиболее простым случаем настоящей задачи 
является тот, когда в какое-либо заданное мгновение 


и, следовательно, 
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нам известно положение движущегося тела, его ско- 
рость и направление. В этом случае заданными 


ах 4 
являются значения Фф, У, #2, =, Е 2, для опреде- 
ленного мгновения, которые мы обозначим прямыми 
4х ау 42 
буквами х, у, 1, 2 ар › 2: Через эти шесть величин 


и требуется выразить шесть элементов а, 6, с, Й, в, К. 


= 13а 


Прежде всего, пункт 9, если подставить — 
4х ау 42 
вместо \ ва» и 5, у, 3, г, г, в, п заменить через 
ах 4у 42 
х, у, 2, Я } 4 Ч? дает 
__ <. 48 ау __ „ах 47 _ . @У 4х 
Ау, В=#т: ха, С=хз. —Уд, 


ах`\? 4у`^\? 42^\* 928 
2Н == и) + 9) +(ж)-*, 
а пункты 141 и 15 дают 
А=Озтузшй, В= —ОзшЕсозй, С =) 603, 
Р=у Е, =—#. 


Из этих формул мы немедленно получим значения 
полуоси а и параметра 6, откуда найдем эксцентриситет 


Ь . 
е = И!—? и углы Й и г; остается лишь определить 


‘величины си. 

32. Следует отметить, что выражения для аи 6 
могут быть приведены к более простому виду. В самом 
деле, так как ясно, что х” р у’?-- 2” является квадра- 
том начальной скорости, которую мы обозначим через п, 
то мы будем иметь 

2 12 


1__ 
а г в 


) 


откуда видно, что большая ост, конического сечения, 
а следовательно, и время обращения (п. 16) зависят 
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только от первоначального расстояния тела от при- 
тягивающего фокуса и от начальной скорости. 
Что касается параметра 6, то в пункте 11 мы 


г2аФ 
привели величину Д к виду -—. › где АФ — угол, опи- 


санный радиусом 7 за время 4, так что гаФ предста- 
вляет собою малую дугу, описанную тем же радиусом; 


аФ 


Г 
следовательно, т есть перпендикулярная к этому 


радиусу скорость, с которой тело вращается вокруг 
фокуса. 
Если эту скорость вращения обозначить через у, 
то мы будем иметь 
г2аФ 
| 


=ту=У 56, 


и, следовательно, 
ЗА 
8 

Таким образом, параметр 6 зависит лишь от радиу- 
са ги от той слагающей скорости и, с которой тело 
стремится вращаться вокруг фокуса, к которому оно 
тяготеет. 

33. Чтобы найти значение элемента с, определяю- 
щего время прохождения через перигелий, заметим, 
что эта постоянная была введена в выкладки только 
интегрированием, которое дало г в функции (п. 16). 

Следовательно, если обозначить через $ значение 9, 
соответствующее #-=0, то из формул указанного пунк- 
та, положив в них #=0, что изменит гвги дв $, 
мы получим 


— в = И“ (9—8), г=а (1 —ес039). 


Таким образом, путем исключения $ мы получим 
величину с в функции г; так как значения а ие нам 
уже известны. 

Наконец, чтобы определить последний элемент К, 
который тоже появился при интегрировании уравне- 


4 Ж. Лагранж, т. П 
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ния между ги Ф (п. 145), заметим, прежде всего, что, 
заменяя х, у через х, у и относя угол © к начально- 
му моменту времени, мы получим 

у 


= фе 
х > 


- Пе 


Затем пункт 7 дает 


&@-м. 

6° (Ф- А) = 

+ ) = 03} 

таким образом, так как й и: уже известны, мы бу- 
дем иметь угол Ф при посредстве вспомогательного угла 
ф в функции х иу, а отсюда получается Ё с помощью 
уравнения пункта 16, отнесенного к мгновевию, 


когда #=0: 
сф=> (+ -— 1) 
е Г 


34. Если известны два положения движущегося 
тела ва его орбите и время, протекшее между 
мгновениями, когда тело занимало эти два положевия, 
то у нас тоже имеется шесть данных, а именно, коорди- 
наты, соответствующие указанным двум точкам орбиты, 
и тогда шесть элементов тоже могут быть определены 
с помощью значений этих координат; однако трансцен- 
дентное выражение для времени не дает возможности 
получить общее и алгебраическое решение этой задачи. 
Последнюю можно разрешить лишь путем прибли- 
жения —-в том случае, когда промежуток времени 
между двумя положениями достаточно мал, — поль- 
зуясь для этого формулами пункта 28. 

Пусть х, у, 2— три координаты первого места на 
орбите и х’, у’, 7’ — координаты второго места; если 
через { обозначить время, протекшее между прохож- 
дениями тела через эти два места, то мы вообще 
будем иметь (ст. 28) 


хо =хГ д И, У’ УГ У, ит 


О ДВИЖЕНИИ СИСТЕМЫ СВОБОДНЫХ ТЕЛ 51 


Допустим, что мы желаем ограничиться точностью до 
третьей степени {; тогда мы будем иметь 


12 335 # __ 8 
т= ве, аи 


Так как выражение Г содержит постоянную вели- 
чину 
гаг _ хах -- удау ++ 2 42 
ар _ Е , 


то мы начнем с ее определения, для чего сложим три 
предыдущих уравнения, помножив предварительно 
первое из них ‘на х, второе на у и третье на 7; таким 
образом, мы получим уравнение 


хх’ уу’ 28 = ГТ- ЭТ, 


откуда определим значение з, которое затем подставим 
в выражение для Г. 

Когда Ти Т известны, те же уравнения дадут 
ах у 
а ’ а’ 4’ 
задача сведется к предыдущему случаю. 

35. Наконец, если известны лишь три радиуса-век- 
тора г, г’, г’ и промежутки времени [ и Г’, протекшие 
между прохождениями тела через точки с векторами 
гиг и соответственно ги г”, то орбиту опять-таки 
можно определить с помощью формул пункта 29, если 
допустить, что промежутки времени [и Ё достаточно 
малы. 

В самом деле, если в выражении для г’ положить 
[ =Ои в рядах, дающих г” и г"*, ограничиться чле- 
нами с {и {*, то мы будем иметь 


значения производных и таким образом 


= (2- 9) 


73 
(2% В СЧА =) я 
[я 
А* 
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из этих уравнений можно получить значения г, $ 


4$ 
и 1... Последние две величины с помощью формул 


пункта 19 тотчас же дадут 
11 4$ . 
а г в4’ — а о ' 


затем мы получим угол П между радиусом ги ра- 
диусом перигелия, пользуясь формулой (п. 15) 


Бр 
со П=?—" 


ге 
| 
где е равно И!--. 


Если бы орбита была параболой, мы имели бы 

а = со и, следовательно, 

48 _ 6. 

4 г’ 
в этом случае было бы достаточно знать два расстоя- 
ния гиг’; с помощью первого можно было бы полу- 
чить значевие г, а с помощью второго — значение 3 из 
уравнения 


73 2 Ч ' ( 213 
= г* — —— 2—2} 5. 
Г т | | 38 / 3 


36. Элементы планет достаточно хорошо известны; 
их определили путем наблюдения долгот и широт, 
а малая величина их эксцентриситетов и их наклоне- 
ний к плоскости эклиптики во многом облегчила 
эти определения. 

Если эту плоскость принять за плоскость ху, то 
углы фи ф (п. 4) представят: один — долготу тела, 
а другой —его широту; а в пунктах 22 и 23 мы выра- 
зили хи фв функции Е рядами, которые тем быстрее 
сходятся, чем меньше эксцентриситет е и наклоне- 
ние г. Если взять шесть наблюдений: три наблюдения 
долготы и три соответствующих наблюдения широты, 
или вообще долготы или широты в заданные мгнове- 
ния, то мы будем иметь шесть уравнений, с помощью 
которых можно определить шесть элементов, по 
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крайней мере для Солнца и Луны, обращающихся 
непосредственно вокруг земли [*]. 

Для других планет, обращающихся вокруг Солнца, 
вычисление несколько более сложно, так как наблю- 
дение дает непосредственно лишь долготы и широты, 
наблюдаемые с Земли, которые называют геоцентри- 
ческими; но если допустить, что ‘движение Солнца [?] 
известно, мы всегда можем из каждого наблюдения 
вывести одно уравнение; таким образом, шести наблю- 
дений оказывается достаточно для того, чтобы пол- 
ностью определить шесть элементов. 

Настоящая задача особенно важна для комет, эле- 
менты которых во время их появления совершенно 
неизвестны; со времени Ньютона, впервые попытав- 
шегося разрешить эту проблему, найдется очень мало 
геометров и астрономов, которые не занимались бы 
ею. Не имея возможности строить приближение на 
малой величине эксцентриситета и наклонения, как 
в случае планет, они все принимали, что промежутки 
времени между наблюдениями очень малы, и дали 
более или менее приближенные методы для опреде- 
ления элементов комет на основании трех наблюден- 
ных долгот и такого же числа широт. Так как реше- 
ние, предложенное мною в Мёто!тез 4е Вегп *) за 
1783 г., дает, мне кажется, наиболее прямое и наибо- 
лее общее решение кометной задачи, я считаю воз- 
можным изложить его здесь, но в несколько упрощен- 
ном виде и сопроводив его новыми замечаниями; это 
решение даст нам важное применение основных 
формул, выведенных нами в предыдущем параграфе. 


$ ПЕ. 06 определении кометных орбит. 


37. Пусть в некоторое мгновение А-— расстояние 
кометы от Земли и [, т, п — косинусы углов, образуе- 
мых лучом зрения, или радиусом А, с тремя взаимно 
перпендикулярными осями координат, которые мы 


*) Оецугез Ае Газгапое, т. ШУ, стр. 439. 
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принимаем неподвижными в пространстве; тогда А1, 
Ат, Вп будут три прямоугольные координаты кометы, 
параллельные упомянутым осям и имеющие свое начало 
в центре Земли. Величина А будет неизвестна, но 
три величины [, т, п будут известны из наблюдения 
над кометой и будут таковы, что мы будем иметь 
условие 


Р- т? -{ п* =1, 
так как, согласно допущению, мы должны иметь 
В =(А7)* - (Вт)? + (Ап). 


Пусть точно так же р, ^, и, у— соответствующие 
величины для Солнца, так что р}., ри, 6у являются 
прямоугольными координатами Солнца по отношению 
к Земле, параллельными тем же осям; эти величины 
должны считаться известными из определения поло- 
жения Солнца в момент наблюдения кометы, и здесь 
мы также имеем условие 


ру. 


Наконец, пусть х, у, 2 — прямоугольные координаты 
кометы по отношению к Солнцу, параллельные тем 
же осям, и г— радиус-вектор ее орбиты вокруг Солн- 
ца; тогда ясно, что мы будем иметь следующие три 
уравнения: 


х = А(—в^, у=Атр—р, 2= Ап в, 
а так как г* =” + у’-- 2, то мы будем иметь 


г == Ве р? — 28 (ПД. + ть + п»). 


Но известно, что выражение [2. | ть, - пу представляет 
собой косинус угла, образуемого двумя радиусами В 
и р, исходящими из центра Земли и направленными 
один к комете, а другой к Солнцу; таким образом, 
если этот угол обозначить через 5, то мы будем иметь 


г" = Д*—2А, с03с - в. 
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Следовательно, если у нас есть три наблюдения 
одной и той же кометы, произведенные через известные 
промежутки времени, то мы будем иметь три подоб- 
ных уравнения, из которых каждое содержит новую 
неизвестную величину А, а свойства параболы *) дают 
три других уравнения. 

38. Проще всего для этого использовать формулу, 
данную в пункте 25, с помощью которой мы получаем 
время, затрачиваемое кометой на прохождение любой 
дуги, выраженное через хорду дуги, и сумму радиусов- 
векторов, направленных к ее концам, и свободное от 
всяких элементов орбиты; в самом деле, три интер- 
вала времени между тремя наблюдениями, взятых 
попарно, дадут три искомых уравнения. 

Отметим штрихом буквы, обозначающие аналогич- 
ные величины во втором наблюдении; таким образом, 
мы будем иметь 


г’ — В” — 27.’ созб’ о? и з=Г-Р. 


Ясно, что для хорды и дуги, проходимой кометой 
в течение промежутка времени между двумя наблю- 
дениями, мы будем иметь 
2 ’ 2 ’ 2 _’ 2 __ 
и = (д’— 2) (у У ( — 2) = 
= т" —2(15’- уу’ + 22’). 


7 


Подставив вместо т, у, дих’, у, 2’ их значения, мы 
получим 


т’ уу’ + 32' = 
= АА’ (Ш + тт’ + пп’) + рр’ (ХХ Ешь" + уу’) — 
— А’ (0 - ть’ | пу’) — В (ГУть п’). 
Но, согласно известной теореме, выражение 
[17 тт’ - пп’ 
должно представлять косинус угла, заключенного 
между двумя радиусами А и В’, исходящими из 


*) То-есть свойства параболического движения, которые 
были изложены выше. (Прим. Бертрана.) 
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центра Земли и направленными к двум местам кометы 
в двух наблюдениях; точно так же ^^’ | вы’ + уу’ 
будет косинусом угла, образованного при центре 
Земли двумя радиусами ри г’, направленными к двум 
местам Солнца; аналогичные значения будут иметь 
и другие подобные выражения. 

Следовательно, если для большей ясности пред- 
ставить себе, что два видимых места кометы обознз- 
чены на поверхности сферы буквами С, С’и точно 
так же видимые места Солнца обозначены буквами о, 
5’ и если четыре точки С, С’, 5, 5’ соединить дугами 
больших кругов, то очевидно, дуги С5, С’5’ предста- 
вят те углы, которые мы обозначили через с ис’, 
а дуги СС’ и 55’ представят углы, косинусы которых 
равны 


тт + пп’ и А вы У, 


и, наконец, дуги С5’и С’5 представят углы, коси- 
нусы которых равны 


ГД’ ть" п и ГА-тЬь-т. 


Таким образом, рассматривая сферический четырех- 
угольник (СС’55’, который мы считаем заданным 
двумя наблюдениями над кометой и двумя вычислен- 
ными местами Солнца, мы получим 


г" = Н* — 2А} соз (С5) + р», 
"= А” — 21’, соз (С’5') о”, 
и = г г* — 2АД’ соз (СС’) — 

— 2.6’ с0$ (55”) + 22,’ соз (С 5’) + 2А'} соз (С'5); 
так как разность {’—{ времен Ёё и Г, соответствующих 
двум наблюдениям, т. е. отделяющий их промежуток 
времени, считается заданной, то формула упомянутого 


пункта даст нам уравнение 
8 


си ти. 
6У& 


в котором неизвестны лишь два расстояния А и И’. 


25| +2 


| — = 
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Если имеется и третье наблюдение, для которого 
аналогичные величины обозначены теми же буквами, 
снабженными двумя штрихами, то путем сопоставле- 
ния первого наблюдения с третьим мы получим оо- 
вершенно аналогично второе уравнение, в котором 
буквы, обозначенные в предыдущем уравнении одним 
штрихом, будут обозначены двумя штрихами и ко- 
торое будет содержать только две неизвествые ве- 
личины А и Р'. 

Точно так же мы получим и третье подобное 
уравнение, сопоставив второе наблюдение с третьим; 
для этого нам потребуется лишь в первом уравнении 
снабдить одним штрихом все буквы, не имеющие 
никаких штрихов, и двумя штрихами все буквы, 
имеющие один штрих. Это третье уравнение будет 
содержать лишь те же неизвестные величины А’ 
и А”; таким образом, упомянутые три уравнени 
будут содержать лишь три неизвестные А, В’, 
ДП" и, следовательно, их будет достаточно для опре- 
деления этих неизвестных величин. Однако, хотя эти 
уравнения имеют довольно простой вид, тем не менее 
решение их представляет почти непреодолимые труд- 
ности, так как неизвестные в них перемешаны 
и входят в состав различных радикалов. 

39. Но если бы нам каким-либо путем удалось дойти 
до определения значений радиусов г, г’, то мы тот- 
час же получили бы параметр 6, который в пара- 
боле равен двойному перигелийному расстоянию, с по- 
мощью формулы (п. 25) 

_ и? — (г’— г)? 


ори Им 

а так как мы вообще имеем (п. 10) уравнение 
С; Ах + Ву=0, 

в котором 


А . В 
с = й 18, а = — 605 й $21 
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(п. 11), то мы получаем и следующие два уравнения: 
241 (хяшА — усозй) 2: =0, 
2” + (х’этйА— У’ с08 1) 491 =0, 


откуда легко определить значения боги (ей, что дает 
нам положение плоскости параболы по отношению 
к той плоскости, которую мы избрали для осей хиу. 

Заметим, что с помощью этих уравнений, завися- 
щих от допущения, что орбита кометы лежит в пло- 
скости, проходящей через Солнце, можно три неизвест- 
ные величины свести лишь к двум. 

В самом деле, если положить для краткости 


Г=ф:5тй, М = 1с05Й, 


то, подставив значения х, у, 2, мы получим уравнение 
Ап — ру = — [(В1—ь^) + М (Вт — в), 


откуда находим 


аналогичные выражения получим для В’и А”, снабдив 
буквы одним и двумя штрихами, за исключением букв 
Г и М, которые остаются одними и теми же для всех 
наблюдений. 

Указанным путем три неизвестные А, А’, А" будут 
сведены к двум Г и М, так что для их определения 
потребуется лишь применение двух уравнений, что 
несколько упрощает решение данной задачи. 

40. Для дальнейшего его упрощения, повидимому, 
нет иного средства, как допустить, что промежутки 
времени между наблюдениями достаточно малы; тогда 
можно будет пренебречь рядом членов как неощутимо 
малыми, в результате чего мы сначала получим лишь 
приближенное решение, которое затем с помощью новых 
поправок можно будет уточнить. Так именно до сих 
пор и поступали во всех предложенных решениях этой 
задачи. 


\ 
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Если это допущение применить к предыдущему 
решению, то хорда и станет очень малой, и если тогда 
сохранить лишь первые два члена радикалов, входящих 
в состав выражения времени Ё{’—& протекшего между 
двумя первыми наблюдениями, то мы будем иметь 


что дает 
и’ (г г’) =48 (РГ — 27; 


в этом уравнении содержатся лишь те радикалы, 
которые входят в выражения для ги Г’; однако урав- 
нения между тремя неизвестными ВА, А’, В” или между 
[Г и М будут еще слишком сложными, чтобы ими 
можно было с успехом воспользоваться. 

Отсюда можно заключить, что эти неизвестные 
не являются наиболее удобными в рассматриваемом 
вопросе, и если по началу мы ищем лишь приближен- 
ное решение, то будет гораздо проще воспользоваться 
формулами, данными нами в пункте 28, для того 
случая, когда время { предполагается очень малым. 

41. Для применения этих формул к определению 
орбиты кометы следует лишь вместо х, у, 2 подставить 
выражения, данные в пункте 37; этим путем мы 
получим вообще 


Вр. =хТ + 2* У, 


Вт — р =УТ- У У, 
Ап — ру = ме у, 


ах ау 2 
где величины х, у, 2, 1}; № соответствуют на- 
чалу времени и рассматриваются как постоянные, 
а Ги У являются рациональными функциями ри по- 
а$ 


СТОЯННыЫХ Г, 5, ти 
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Так как начало времени # произвольно, то за него 
можно принять момент первого наблюдения; но, поло- 
жив # =0, мы имеем 


Т=1 и У=0. 


Следовательно, для первого наблюдения мы получим 
следующую первую систему уравнений: 


В — о\ =х, 
Вт — рр =, 
Ап — ру=2. 


ЛПля второго наблюдения, отстоящего от первого на 
время [, мы получим, снабдив буквы РД, [, т, п, 6, 
Х, в, у одним штрихом, следующую вторую систему 
уравнений: 


В — р’ = хТ + ХУ, 
/ / / / а 

Вт’ — р’ УТ И, 

Вт’ — ку’ = 27 +92 У. 


Аналогичные уравнения мы получим для третьего 
наблюдения, отстоящего от первого на время #; при 
этом мы снабдим двумя штрихами те буквы, которые 
в последних уравнениях были отмечены одним штри- 
хом, а одним штрихом — буквы 7 и У с тем, чтобы 
показать, что +, функциями которого они являются, 
должно быть заменено через #; таким образом, мы 
получим следующую третью систему уравнений: 


А"[” ___ о’Х” — хГ -- Е у’, 
В”т” _—_ ры" — УТ’ -- ау у’ 


А"п” — ру" = Г’ га у’. 
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Из первых уравнений каждой из трех систем можно 


Хх 
— , полагая 


исключить две постоянные величины хи АЕ } 


для сокращения 
ТУ’ —УТ’=У/, 
мы получим 
(В — р.) У" — (ВРУ + (ВР ИУ =0; 


ау 
а 
из вторых уравнений тех же систем, мы получим 


(Ат — ры) у’ __ (Р’т’ __ р’) у’ -- (А”т” ___ о’) У — 0, 


исключив также две постоянные величины у И 


47 
а исключение постоянных 7, „_ из последних уравне- 


ний этих систем даст аналогично 
(Вп — ру) У"- (А’т’ — э’у’) У’ (А”п" — р"у")У =0. 


Из этих трех уравнений находим 


—_ ог” —__ о’ Г’ |7 + "ГУ Г. ог, 7” — Г.’ + о”Г:Р 
Пр ПИ, 
В" — Г у” —_ Г.И’ Ро’Г.Г 
СУ у 


где положено для сокращения 
= т’п тп’ вт" — тт’ - тг’ пт Е 


и где через Г, Г’, Г” обозначены выражения, полу- 
чающиеся из С замевой [. т, п соответственно на 
Х, в, у, на /’, в’, у’ и на Х/, ы,, у’; точно так же 
Г, Г, Ги Г,, Г,, Г” обозначают выражения, полу- 
чающиеся из С такой же заменой величин /’, т’, п’ 
и аналогичных величин [", т’, П". 

Но три наблюдения дают также (п. 37, 38) следу- 
ющие уравнения: 


А* — 28, соз (СЗ) = т, 
В”? — 2А'р' соз (С’5’) + в? = г”, 
А” __ 2А" р" 05 (С”5”) -- р"? — "2. 
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Следовательно, если сюда подставить предыдущие зна- 
чения А, А’, А”, то мы получим три окончательных 
уравнения, которые будут содержать лишь известные 
величины и вместе с тем величины У, У’, У” иь, г’, г", 
заданные в функции времени и трех постоянных 
> ‚ от которых зависят элементы орбиты 
(п. 28, 29); таким образом,.мы получим возможность 
определить эти три постоянные величины. 

42. Если ограничиться приближением лишь до чет- 
вертой степени {, то мы будем иметь 


величин г, $, 


#1 


{3 
= — В бе 153 


и точно так же 


73 {1 


р , 1 
Е — Ев 6; 


а так как И” = ТУ’-- УТ’, то мы будем иметь 
у 


е—" (ОЧЕН) 


Г/Р 
У": Е Ев о. 

Если эти величины подставить в выражения 
А, В’, А’и положить {' = ть где коэффициент т опре- 
деляется из отношения двух промежутков времени 
между тремя наблюдениями, то, очевидно, четвертая 
степень { исчезнет в результате деления, и, таким 
образом, будет достаточно в значениях ги г прини- 
мать во внимание лишь третью степень. 

Мы имеем вообще, с точностью до Ё, 


4 
2 На, — - #8. 


т 


но мы допустили, что первое наблюдение соответст- 
вует моменту 1=0 и что последующие два наблю- 
дения соответствуют моментам времени Ё и Г =тЕ; 
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следовательно, мы будем иметь 


г? г, 
48 о 23 
„12 __ 59 2 Е] 
РР 25 РЁ — зв Ё, 
п? 9 а 48 „о 3 55 3 
И р К ОтЗЁ-т ЕТ в Е. 


Подставляя эти выражения в три последних урав- 
нения предыдущей статьи, отбросив при этом члены, 
содержащие степени { выше третьей, мы получим три 
43 
ЧЕ й 
из которых два последних войдут линейным образом, 
так что их легко будет исключить и, таким образом, 
свести задачу к единственному уравнению относи- 
тельно г. В этом и заключается главное преимущество 
предложенного нами метода. 

Если бы мы захотели еще больше повысить степень 
приближения и принять во внимание в выражениях 
дляУ, у’, И", г?, г"? еще большее число членов, то мы 
получили бы уравнения, в которые неизвестные величи- 


уравнения между тремя неизвестными г, $ и 


5 „ .. 
НЫ Би Ел уже входят не линеино, а В более высокой сте- 


пени; это сделало бы более трудным их исключение и еще 
более усложнило бы вид окончательного уравнения. 

43. Для того чтобы привести пример подобного 
вычисления, мы ограничимся тем, что в значениях 
У, У’, У” примем во внимание третьи измерения & и Ё’, 
в результате чего исчезнут члены, содержащие не- 
известную $; для большей простоты положим & =1, 
принимая, таким образом, среднее расстояние от Земли 
до Солнца за единицу расстояний и выражая время 
с помощью средних движений Солнца (п. 23); положив 
еще {' = тф+, мы будем иметь 


ГЕ — ба, 
,_ тз{3 
Г =тЕ — 5, 
и __ (т— 132 
Г" = (т - 1) бт 


64 ДИНАМИКА 


Тогда выражения для А, ВН’, НВ” примут следующий 
вид: 


В— 6Ргз — ОР 
— [6 (м- 1:3 —(т- 13] б’ 
,_ 6Р.гз — 0.1? 
Я =— (бт — #2) С ' 
и __ 6Рьгз — 9 
Н" = (63—#)С4 ' 


` 


где для сокращения положено 
Р = (т — ТГ ти Г’ Г", 
9 = (т — 1) Г — тр" Г" 


и где обозначены через Р,, О, и Р,, О, выражения, 
получающиеся из Р и О заменой Г, Г’, "на Г., Г., Г, 
и на Г,, Г., Г’. 

Как видим, приведенные выражения А, П’, Н”, 
т. е. расстояния кометы от Земли при трех наблю- 
дениях, содержат лишь одну неизвестную величи- 
ну г, радиус-вектор кометы при первом наблюдении. 
Следовательно, если подставить выражение для В 
в уравнение (п. 25) 


В? -- 20 соз (С5)- р’ = т", 


то мы получим окончательное уравнение восьмой сте- 
пени относительно г, и задача сведется к решению 
этого уравнения. 

Найдя значение г, мы с помощью приведенных 
выше формул получим А’и А”; из последних с по- 
мощью формул пункта 42 мы получим значения трех 
радиусов-векторов г, г’, г’, равно как значения коор- 
динат х, у, 2 и их производных х, “У, Е тогда 
по трем расстояниям А, В’, А” кометы от Земли 
с помощью формул $ П или, при желании, с помощью 
известных тригонометрических формул мы сможем 
определить орбиту кометы. 

44. Выражения для расстояний А, В’, А” могут 


быть упрощены путем следующего рассуждения: так 
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как Земля и комета движутся вокруг Солнца под дей- 
ствием одной и той же силы притяжения этого небес- 
ного тела, то если через &, п, $ обозначить прямоуголь- 
ные координаты Земли относительно Солнца, когда 
1—0, и через ©, Т обозначить значения функций Т 
и У, какие они получат, если элементы орбиты кометы 
в них заменить элементами орбиты Земли, то, как 
и в пункте 28, мы получим следующие три уравнения: 


— р — 93, , 
а% 
— ру = +5: т; 


в самом деле, так как через р», ры, су мы обозначили 
(п. 24) прямоугольные координаты Солнца по отноше- 
нию к Земле, то —р), —щ, — 6% будут прямоуголь- 
ными координатами Земли по отношению к Солнцу. 

Так как эти уравнения отличаются от уравнений 
пункта 41 лишь тем, что х, у, 2, Г, У заменены бук- 
вами &, 1, С, 9, Ги что радиус В здесь равен нулю, 
то ясно, что мы получим аналогичные результаты, 
если произведем эти же замены в результатах, 
полученных в предыдущем пункте. Ввиду того, что 
выражения для А, А’, ВА", данные в конце указанного 
пункта, содержат лишь одну величину, зависящую 
от элементов орбиты, а именно, радиус-вектор г, то 
если вместо последнего взять р, радиус-вектор орбиты 
Земли, мы получим 


В=0, В’=0, А"=0, 


откуда следует 


Если теперь эти величины подставить в те же вы- 
ражения для А, В’, В" и в знаменателе превебречь 
очень малым членом второго порядка, содержащим Ё, 


5. Лаграня:, т. И 


66 ДИНАМИКА 


по сравнению с конечным членом, содержащим г8, 


то мы получим более простые выражения 


_ в 11 
Й = 5т-0б 3 18/' 

‚_ 0:8 (1 1 

— бта \ 503 13 /? 


м 01? Е 1 
Н" = 6@ \ 63 г 


Следовательно, если выражение для ИА подставить 
в уравнение 


А* — 28, соз (С5) + —г=0 
и положить для краткости 


к 
6(т—а 
где К — величина, вполне известная по наблюдениям, 
и сверх того помножить на рт’, то мы получим 
уравнение 


К” (г — р") — Крит? (№ — р’) 08 (С5) рт" (г) = 0, 


в которое г входит в восьмой степени, но которое по 
разделении на г—р станет лишь уравнением седьмой 
степени. 

Указанное понижение степени уравнения относи- 
тельно г является результатом того, что движение 
Земли, равно как и движение кометы, мы выразили 
приближенными формулами, в которых пренебрегли 
степенями 1, превышающими третью степень; мы не 
получили бы этого понижения, если бы воспользова- 
лись значением А предыдущего пункта, в котором 
места Солнца были предположены вполне точными, 
определенными с помощью таблиц. 

45. Приведенное выше уравнение можно свести 
к довольно простому построению. Если из заданной 
точки провести две прямые линии, образующие угол, 
равный дуге С5, т. е. видимому расстоянию кометы 
от Солнца при первом наблюдении, причем на первой 
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<> К 4 
отложить отрезок, равный 08 и на второй р, то дело 


сведется к отысканию на первой линии такой точки, 
чтобы отрезок, заключенный между этой точкой и кон- 
цом той же линии, относился ко всему отрезку, как 
куб второго отрезка относится к кубу отрезка, соеди- 
няющего конец этого отрезка с искомой точкой; тогда 
этот последний отрезок будет равен г, а отрезок первой 
линии, заключающийся между заданной точкой и иско- 
мой точкой, будет равен А. В самом деле, согласно 
указанному построению, мы будем иметь пропорцию 


которая дает 


и затем 
г=Ир’— 2,Й соз(С5) + А, 


откуда следует приведенное выше уравнение относи-, 
тельно г. 

Насколько мне думается, Ламберт является первым, 
кто, пользуясь приближенным, но верным методом *), 
свел задачу о кометах к единственному уравнению 
с одним неизвестным. Он пришел к нему с помощью 
остроумного рассуждения, основанного на идее, что 
видимое место кометы при втором наблюдении откло- 
няется от большого круга, проведенного через види- 


*) Эйлер дал в 1744 г. приближенное решение задачи о ко- 
метах, но его метод требует допущения ряда неверных гипотез 
и применения четвертого наблюдения. Что касается решения 
Ламберта, то следует отметить, что то решение, идею которого 
здесь вкратце изложил Лагранж, является вторым по счету 
решением, предложенным этим геометром, который даже не 
счел нужным построить на нем вычисления. Эта же задача 
была им разрешена совершенно иным способом в специальной 
работе «шпз1ет1огез огЬМае соте{агат ргорт1еа4ез», датирован- 
ной 1761 г. (Прим. Бертрана.) 


5% 
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мые места ее при первом и третьем наблюдениях; 
определение этого отклонения прямо привело его 
к построению, аналогичному изложенному нами выше 
и сводящемуея к уравнению седьмой степени относи- 
тельно г (см. Мёшо!тез де 1’Асадёпие 4е ВегИп, 1771 г.). 

Установив, таким образом, значения ги А, мы 
будем иметь 

В’ = "1% д, В =(т—1) % В, 
т 9 Ч 

и два уравнения (п. 40 и 41) 


, р га’ , , 13 4$ 
В? — 28 р со$ (С”9 уно" = "+ (21—38) , 
д”? _—_ 28".” 05 (С”5”) -- о"? — р"? — 

— у? _ т 2,2 45 
—=г + (2 - я 5+ т 5 


дадут значения постоянных $ и а отсюда с по- 


5 
ЧЕ , 
мощью формул пункта 28 будут получены элементы 
аи 6 орбиты, где 2а- большая ось и 6 — параметр. 

46. Если допустить, что орбита представляет собою 
параболу, то а будет бесконечно велико, что дает 
в=-. В этом случае два последних уравнения бу- 
дут содержать лишь веизвестную $, по исключении 
которой мы получим новое уравнение относительно 
г, которое должно иметь общий корень с найден- 
ным уже раньше уравнением, что послужит для облег- 
чения отыскания этого корня. 

Если с самого начала допустить, что орбита ко- 
‘меты представляет собою параболу, то целесообразнее 
связать решение исключительно с этим последним 
уравнением, так как оно обладает тем преимуществом, 
что не содержит величины С, которая, как мы это по- 
кажем ниже, является очень малой величиной третьего 
порядка, когда интервалы времени ё и Г’ или тё пред- 
ставляют собою очень малые величины первого порядка, 
так что ошибки наблюдения, от которых зависит эта 
величина, могут иметь на нее очень большое влияние, 
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Если положить для сокращения 


и- "017 


(9, ил } 
М=-(т—1 |. 91605 (С*5°) р" 08 (С"5") | 
и пренебречь в коэффициентах. р членами, в состав 
которых входит {*, то, исключая указзнную величину, 
мы получим уравнение относительно А 


М В — МВт,” — "*— (т— 1) т (т—1) т 0. 


которое, будучи взято совместно с уравнением 
В? — 28 соз (Сб) о’ — г? =0, 


даст путем исключения А уравнение шестой степени 
относительно г; если же при совместном решении 
этих двух уравнений пренебречь квадратом члена 


#2 
т (т—1)-„, который является величиной четвертого 


порядка, то окончательное уравнение будет пятой 
степени. В первом приближении можно было бы даже 
пренебречь тем членом, который является только вели- 
чиной второго порядка; тогда окончательное уравне- 
ние будет четвертой степени, и его можно будет ре- 
шить известными методами. 

Значение г даст значения А, А’, А’, а отсюда 
с помощью формул предыдущего пункта определится 
значение $; так как мы допустили, что а бесконечно 
велико, то мы будем иметь 


где параметр 6 является удвоенным перигелийным 
расстоянием кометы. 

47. После того как задача о кометах сведена 
к конечным уравнениям с одной только неизвестной, 
остается еще исследовать те величины, которые при- 
ходится предполагать известными; такими величинами 
являются: 
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1) три радиуса р, р’, р”, которые выражают рассто- 
яния Солнца от Земли при трех наблюдениях и кото- 
рые должны быть вычислены по таблицам Солнца; 


\ ` ` \ ы 7“ 
2) величины (С, Г, Г’, Г", Г, Г Г Г, Г, Г,, 


от которых зависят значения Р, О, Р,, О,, Р», 0. 
(п. 41 и 43); эти величины должны быть определены 
с помощью трех наблюдений кометы и путем вычисле- 
ния мест Солнца, но их можно свести к более про- 
стым выражениям, которые очень облегчают расчет. 

Начнем с величины С, из которой другие величины 
выводятся просто; мы имеем (п. 41) 


С = т/п” +тп’Г + пт" тт" —тРп’ — птГ; 


квадрат этой величины может быть предетавлен в сле- 
дующем виде: 


(1? — ([ -- т” -- п”) (1 -- т”? + п?) (1? -|- т” -- п?) -- 
2(1 + тт’ + пп’) (Ш тт’ пп") 
х (Г -+тт” - п’п”) — 
— (Рф т” + п") (Г тт" + п’п")* — 
(тп?) (тт + пп" — 
— (т? + п”) (Ш - тт’ + пп)", 
в чем можно убедиться, раскрывая скобки. Но, в силу 
природы величин [, т, п, Г, т’, п’, [, т’, п" (п. 37, 


Р т? - п =1, [/? тп” =1, [72 -- т’? + п”? =. 


Следовательно, если для сокращения ПОЛОЖИТЬ 
й ’ 
=’ +тт пп, 
Г,’ : = [” -- тт’ -- пп”, 
Г — [7[“ -- т’т” + п’п”, 
то мы получим 
С? =1-- 2Ё1/Г/ — [2 — [/*— 1" 


Мы уже указали (п. 38), что величина П’- тт’ - 
пп’ равна косинусу угла, заключенного между двумя 
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радиусами А и А’, направленными к комете в первых 
двух наблюдениях, угла, который мы обозначили 
стороной СС’ сферического треугольника СС’С”; по- 
следний мы представили себе на сфере, соединяя 
дугами больших кругов три видимых места кометы 
в трех наблюдениях. Этот треугольник полностью 
дан наблюдениями над кометой, каким бы образом 
они ни были произведены; поэтому мы можем рас- 
сматривать как известные три его стороны СС’, СС", 
С’С”, равно как и углы С, С’, С”, соответственно 
противолежащие сторонам С”’С”, СС” и СС”. 
Итак, мы имеем 
Е, = с0оз (СС”) 


и точно так же 
[^ = соз (СС"), Г = соз (С’С"), 
вследствие чего выражение для величины С* прини- 
мает следующий вид: 
С" =1-- 260$ (СС”) соз(СС”) соз (С’С") — соз* (СС”) — 
— 05° (СС") -- соз* (С’С"). 
Это выражение для С? может быть приведено к еще 
более простому виду; действительно, путем разложе- 


ния членов легко убедиться в том, что это выраже- 
ние тождественно со следующим: 


[со (СС”-+СС")— соз(С’С")] [соз(С’С")— соз (СС’—СС”)] 


которое с помощью известных преобразований при- 
водится к виду 


С*— —45т СС ное +С’С а (95 ео ° )х 
. (еее . С С”-+-СС”—СС'’ 
Хх 91 т) $1 и). 


очень удобному для вычисления с логарифмами. 
Если желательно воспользоваться углами того же 
треугольника, можно получить еще более простое 
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выражение величины С; в самом деле, на основании 
известных формул мы имеем 


с0$ (С”С”) = соз (СС”) соз (СС") - эт (СС”) зат (СС") соз С; 


если эту величину подставить в первое выражение 
для (°, то после преобразований мы получим 


С? = эт (СС”)* эт (СС”)? эш? С; 
и, следовательно, по извлечении квадратного корня 
С = эт (СС’) т (СС”) ят С. 
Этим же путем мы можем получить 
С == за (С’С”)зщ(С’С) яп С’=зи(С"С) эт (С”С”) зщ С". 


Легко доказать, что величина С представляет 
собою не что иное, как ушестеренный объем треуголь- 
ной пирамиды, вершина которой лежит в’ центре 
сферы, радиус которой принят равным единице и ко- 
торая опирается на сферический треугольник СС’С”, 
т. е. которая имеет своим основанием прямолиней- 
ный треугольник, образованный хордами трех дуг СС’, 
СС”, С’С”; в самом деле, если мы рассмотрим одну 
из граней этой пирамиды, например ту, которая 
имеет своим основанием хорду дуги СС’, то для 
площади этого равнобедренного треугольника мы по- 


1. , 
лучим = 11 (СС’). Далее, если рассмотреть приле- 


жащую грань, имеющую своим основанием хорду 
дуги СС”, то ясно, что угол взаимного наклона этих 
двух граней будет равен углу С сферического тре- 
угольника; следовательно, перпендикуляр, проведен- 
ный из вершины угла С” на первую грань, будет 
равен $11 (СС”) з11 С. Этот перпендикуляр станет высотой 
пирамиды, если представить себе, что пирамида 


., 1. 
стоит на первой грани, которая равна > пт (СС’); 
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таким образом, объем пирамиды составляет 
1. . . 
= 3 (СС’) зи (СС) яп С 


С 
и, следовательно, он равен -. 


48. Обозначим вообще символом (СС’С”) функцию 
сторон и углов каждого сферического треугольника 
СС’С", с помощью которой мы выразили величину С. 

Таким образом, отметив на сфере три видимых 
места кометы (С, С’, С”, полученных из трех наблюде- 
ний и образующих сферический треугольник СС’С”, 
мы тотчас же получим 


= (СС’С". 


Если затем на той же сфере нанести три места 
Солнца 9, 5’, 9” при трех наблюдениях и соединить 
эти места с местами кометы с помощью дуг больших 
кругов, то образуются различные сферические треуголь- 
ники 9С’С”, 5’С’С”,...; на основании сказанного нами 
в пункте 40 о величинах Г, Г’, Г", Г, Г, Г, Г», Г., Г, 
легко видеть, что первые три будут представлены 
аналогичными функциями треугольников 9С’С”, 5’С’С", 
5” С’ С"; что три другие будут представлены анало- 
гичными функциями треугольников С5С”, С5’С”, С5"”С" 
и что три последние будут представлены аналогичны- 
ми функциями треугольников СС’5, СС’5’, СС’5. 
Таким образом, на основе того ке обозначения мы 
будем иметь 


Г = (5С’С"), Г’=(5’С’С”), Г” = (5"С’С"), 
Г. =(С5С”), Г, =(С5’С”), Г. =(С5"С”), 
1 лу и 

Г. = (СС’5), Г, =(СС’5’), Г. =(СС’5’). 

Как видим, эти величины зависят лишь от взаим- 
ного положения видимых мест кометы и Солнца, 
а так как они являются единственными величинами, 
входящими в состав уравнений, определяющих‘ абсо- 


лютные элементы орбиты, то наш анализ обладает 
тем преимуществом, что он отделяет определение этих 
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элементов от других, которые можно назвать отно- 
сительными, так как они относятся к положению 
орбиты в пространстве. 

49. Можно еще отметить, что найденные нами вы- 
ражения имеют место, каково бы ни было положение 
двух видимых мест кометы и Солнца; но так как, 
согласно принятому нами ранее допущению, места 
кометы находятся друг от друга на небольших рас- 
стояниях, то дуги СС’, С’С” очень малы, и угол С’, 
заключенный между этими дугами, очень мало отли- 
чается от двух прямых; он был бы равен двум пря- 
мым, если бы в промежутке между первым и вторым 
наблюдениями Земля и комета описали бы прямые 
линии, так как в этом случае три видимых места 
кометы лежали бы на одном и том же большом круге. 
Таким образом, синусы СС’, С’С” и С’ очень малы, 
и величина 


С = эт (СС”) чт (С’С") эт С' 


представляет собою малую третьего порядка; но 
величины 
Г = зщ (5С”) защ (5С”) 11.5, 


Г’ = 11 (9’С’) зш (9’С”) 91 о’, 


являются лишь малыми первого порядка; кроме того, 
в выражение для С входят лишь величины, завися- 
щие от видимых мест кометы, между тем как вели- 
чины Г, Г’,... частью зависят от мест Солнца, кото- 
рые, будучи взяты из таблиц, могут быть рассматри- 
ваемы как точвые величины; отсюда следует, что 
значение величины (С всегда в значительно большей 
мере подвержено ошибкам, чем значения величин 
Г, Г’,...; поэтому ее следует, насколько возможно, 
избегать, как мы это и указали в пункте 46. 

50. Наконец, отметим, что так как наблюдение 
кометы дает обычно ее прямое восхождение и скло- 
нение, то, если бы мы пожелали применить эти дан- 
ные непосредственно в наших формулах, нам следо- 
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вало бы лишь допустить, что три оси, к которым мы 
отнесли радиусы А, А’, А", направленные к комете, 
и радиусы р, р’, р’, направленные к Солнцу, распо- 
ложены таким образом, что первая из них направле- 
на к точке весеннего равноденствия, вторая — под 
прямым углом к первой в плоскости экватора и соглас- 
но порядку знаков, а третья по направлению 
к северному полюсу экватора; если а — прямое вос- 
хождение кометы, 4— ее склонение при первом на- 
блюдении и равным образом х— прямое восхождение 
Солнца и 0—его склонение в то же мгновение, то 
легко видеть, что мы будем иметь 

[= с0$ а с0$34, т=яшас0$4 п=зшта, 

\ = с03@ с080, в=510 945058, —У—8116. 
Отсюда мы получим (см. упомянутый выше пункт) 
с0$(С'5) =: В. + ти + пу = с0$ (а —— 4)с0$ @ с0$ 8 + эт 4116 
и совершенно так же 

соз (С”5”) = с0з (а’—®’) воз 4’ 035’ - п 4’ 11 8", 
с0з (С”5”) = с0з (4” — +") с08 4" с0з 6" + 1 4” 1 6", 
обозначая, как мы это делали раньше, одним и 
двумя штрихами аналогичные величины, относящиеся 
ко второму и третьему наблюдениям. 
Точно так же имеем 
с0з (СС”) = соз (а— а’) соз 4 соз 4’ - $11 а зп а’, 
0$ (5.5) = с0$ (&— 9") ©0868 с08 6’ -- 510 0 11 5" 
с0$ (С.5”) = со$ (а — <”) соз 4 соз 8’ -- п 4 эт 5’, 
и совершенно так же для других косинуссв. 

Если затем те же значения /, т, п, Г, т, п’, [, 
т", п" подставить в выражение для С, то мы получим 
С = с03 4 с0$ 4’ 11 4” зщ (а’ — а) — 

— с0$ 1 с0з 4” э1п а’ эт (а"— а) + 

-- с0$ 4’ со 4" зш а зщ (а” — а’) = 
— — с05 4 с0$ 4” соз 4" [зщ (а — а’) 48а” | 
+ эт (а” - а) 4 а’ + эт (а’—а") 454]; 
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отсюда можно вывести значения Г, Г’, |”, подставив 
вместо букв а и буквы х и) хиб, ми 0"; 


) 


значения Г,, Г,, Гу’, произведя такие же замены 
и 


букв а’и 4’, и значения Г',, Г., Г,, произведя такие же 
замены букв а” и 4”. Таким образом, мы получим 


Г = — с038 с0$ 4’ с0з 4" [511 (х— а’) &° а" 
+ эт (а” — а) 15 4’ а (а' -- а") &8 4], 
Г, = — 60$ 4 6050 с08 4" [811 (а — 1) 68 а" + 
—- эт (а” — а) ео зщ (х — а") 4 4], 
Г, = — 034 с034' с0з8 [11 (а — а’) её - 


-- эт (х — а\ 15 а’ эт (4’— 4) 65 $]; 


а для того, чтобы получить значения Г’, Г,, Г. и 
Г”, Г,, Г», достаточно в выражениях для Г, Г,, Г, 
буквы х и 6 снабдить соответственно одним и двумя 
штрихами. 

Нет надобности указывать, что если бы вместо 
прямых восхождений и скловений мы имели в качестве 
данных долготы и широты, то оставалось бы лишь 
вставить эти данные в наши формулы вместо указан- 
ных выше величин; тогда орбита оказалась бы отне- 
сенной уже не к экватору, а к эклиптике. 

51. После того как упомянутые величины вычи- 
слены, можно с помощью формулы пункта 42 вычи- 
слить значения величин (©, (0, 05; если бы при этом 
мы пожелали применить метод пункта 44 как наиболее 
короткий, то мы тотчас же получили бы для г оконча- 
тельное уравнение, решение которого оказалось бы 
нетрудным, если бы в первом приближении мы. его 
свели к четвертой степени. 

Если бы промежутки времени между наблюдения- 
ми были равны, мы имели бы #’=-2 и, следователь- 
но, т=2, что дало бы 


Ф=Г — ВГ-иГ” = — бр’ АТГ, 
где символом Д” обозначена вторая разность величин 


рГ, о’Г’, р’Г”, в состав которых входят только пере- 
менные величины, относящиеся к Солнцу, Но так как 
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мы допускаем, что наблюдения отделены друг от друга 
небольшими промежутками, то разности этих величин 
очень малы; следовательно, вторая разность Д*,[ 
является очень малой величиной второго порядка, 
которой можно пренебречь по сравнению’ с конечной 
величиной — 65’Г’, благодаря чему значение (0 сведет- 
ся только к этой последней ‘величине; такие же 
упрощения могут быть применены и к аналогичным 
величинам (), (0,; в результате этого мы получим 
просто 


О=—6врГ’, 9=р—6,г', 0, = —6Г,, 


что еще больше упростит вычисление первого при- 
ближения. 

Что касается измерения времени, то надлежит 
отметить следующее. Так как это время должно быть 
выражено с помощью среднего движения Солнца, то, 
если мы захотим его выразить в средних сутках, 
достаточно будет число дней и десятичные знаки 
этого числа умножить на угол среднего движения 
Солнца в течение суток, выраженный в долях радиуса. 
Этот угол составляет 59'’5”3 и в частях радиуса дает 
число 0,0172021, на которое, стало быть, и следует 
умножить промежутки времени {, выраженные в сред- 
них сутках. | 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


ОБ ИЗМЕНЕНИИ ЭЛЕМЕНТОВ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОРБИТ, 
ВЫЗВАННОМ ИМПУЛЬСИВНОЙ СИЛОЙ ИЛИ 
УСКОРЯЮЩИМИ СИЛАМИ. 


52. Один из первых и наиболее прекрасных выводов 
из ньютоновской теории всемирного тяготения состоит 
в том, что все орбиты небесных тел имеют один и тот же 
характер и что они отличаются друг от друга лишь 
по силе толчка, который, согласно нашему допущению, 
они могли получить в начале вещей. Отсюда следует, 
что если бы планета или комета получила какой-либо 
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внешний импульс, то ее орбита претерпела бы возму- 
щение; но изменению подверглись бы лишь элементы, 
которые являются произвольными постоянными уравне- 
ния; таким образом, могло бы случиться, что круговая 
или эллиптическая орбита планеты стала бы параболи- 
ческой или даже гиперболической, так что планета 
превратилась бы в комету. 

То же самое имеет место во всех задачах меха- 
ники. Произвольные постоянные, введенные при инте- 
грировании, зависят от начального состояния системы, 
которое может быть отнесено к любому мгновению; 
поэтому, если допустить, что тела во время своего 
движения получили какие-либо импульсы, то скоро- 
сти, порожденные этими импульсами, прибавляясь 
к скоростям, которыми тела уже обладают, могут 
рассматриваться как начальные скорости и приведут 
лишь к изменению значений постоянных величин. 

Если же мы предположим, что вместо конечных 
мгновенных импульсов имеются бесконечно малые 
импульсы, но действующие постоянно, то те же по- 
стоянные величины сделаются переменными и послу- 
жат для определения эффекта того рода сил, которые 
следует рассматривать как возмущающие силы. Тогда 
мы будем иметь перед собою задачу, общее решение 
которой было нами дано в отделе У и которую мы 
применим здесь к орбитам планет["]. 


$ Г. 06 изменении, происходящем в элементах 
орбиты планеты, когда, как предполагается, 
она получает какой-либо импульс. 


53. В $ П предыдущей главы мы видели, каким 
образом можно выразить все элементы эллиптического 


движения планеты в функции координат х, у, 5 и 
ах а у. 

их производных т, а, 3; ‚ представляющих скоро- 

сти по направлениям этих координат. Следовательно, 

если предположить, что планета во время движения 


получает в каком-либо месте своей орбиты импульс, 


О ДВИЖЕНИИ СИСТЕМЫ СВОБОДНЫХ ТЕЛ 79 


который сообщает ей скорости т, у,2 по направле- 
нию тех же координат, в сторону их увеличения, то 
нам надо только в тех же функциях поставить 


4х . у 4: 
д Ки ТУ шп Е? 
4х ау 42 


Вл ни 
место 1, г, д;› И тогда мы получим элементы 


новой орбиты, которую планета будет описывать после 
импульса. 

Если вместо прямоугольных координат х, У, 2 мы 
возьмем, как в пункте 5, радиус-вектор г и углы 4 
и $, из которых первый, ф, представляет собой угол 
наклона г к неподвижной плоскости ту, а другой, $, 
является углом проекции г на указанную плоскость 
с неподвижной осью т, то выражения для элементов 
орбиты станут более простыми. 

Действительно, подставив гс03ф с0$ф, гс03 фто 
и гп вместо х, у, 2, мы получим для элементов 
аб, В, 2 
12 повара", га (сое фа + 447) 

а тг 2 41? — д 44? 
__ 1 $4 — $11 ф с08 ф с0з 0 4? 
©0839 4ф + яп ф со3 ф $1 2 42’ 


У а4? -- 112 ф с052 $ 422 


81= с05? ф 4? 
В этих формулах дифференциальные выражения 
м та? и 794 представляют скорости по напра- 
ЧЕ ' ф И И р Д ЯЮ С р р 


влению радиуса г, по направлению, перпендикуляр- 
ному к этому радиусу и параллельному плоскости 
проекций, и по направлению, перпенвдикулярному 
к плоскости, в которой лежат две другие составля- 
ющие. 

54. Для большей простоты возьмем за плоскость 
проекций плоскость орбиты и допустим, что скорость, 
полученная под действием импульса, разложена на три 
скорости, из которых одна направлена по радиусу г, 
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вторая — перпендикулярно к этому радиусу в плоско- 
сти орбиты и третья — перпендикулярно к этой пло- 


скости. Если мы обозначим первую через г, вторую — 


через гр и третью — через 7$, то получим элементы 
новой орбиты после импульса, подставив в приведен- 


ных выше выражениях дг-- г 4, ао 4, 4-04 
вместо 4т, 42, 4% и положив $ =0, 4% =0; тогда поло- 
жение новой орбиты окажется отпесенным к плоско- 
сти первоначальной орбиты. 

Пусть А, В, Н, Г—значения, которые а, 6, й, 1 
принимают для новой орбиты: тогда мы имеем 


1 2_ г? [(42- 2 48) + Фа] (4+ г 4) 


`А а? 
В— гз [(а2-+ ав + 2+ 42 4] 
а — 
ы Ча ' с05 $ '’ 
следовательно, 
Н =®; 


в самом деле, ясно, что точка пересечения новой орбиты 
с первоначальной должна находиться в том месте, 
где происходит импульс. 

Если в выражениях для первоначальных элемен- 


ау 


тов а и 6 мы еще положим ф=0и -, =0, то мы по- 


лучим 


— д — 


а отсюда найдем 
а» _ТЬ 4 1/2 1 В 
Уз п’ Уи Ртг ат 


Подставив эти выражения, мы получим элементы 
новой орбиты, выраженные через элементы первона- 
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чальной орбиты и через скорости г, го, ’ф, вызванные 
импульсом. 

05. Предположим теперь, что требуется определить 
импульс, необходимый для того, чтобы первоначаль- 
ные элементы а, 6 превратить в А, В и чтобы новой 
орбите сообщить наклон на угол /[ к первоначальной; 
тогда вопрос сведется лишь к тому, чтобы получить 


выражения о, %, г в функции А, В, Гиа, 6, г. Найден- 
ные нами выше формулы дают 


_ УИ зВэш 1 ›— И8В 0031 У 


Ф—= г? } г2 ) 
. — 2 1 В — 2 1 Ь 
ИИ т -я-я-ИвИт--я. 


Пусть и — скорость, сообщенная импульсом, и пусть 
«, В, |— углы, образуемые направлением импульса 
с тремя осями, из которых одна представляет собою 
продолжение радиуса г, вторая перпендикулярна 
к этому радиусу в плоскости первоначальной орбиты 
и направлена в сторону движения планеты и третья 
перпендикулярна к этой же плоскости; тогда, согласно 
принципу разложения, и соза, и соз$В, исоз'/ предста- 
вят собою три скорости вдоль указанкых осей, кото- 


рые мы раньше обозначили также через г, гэ, 7%. 
Поэтому мы будем иметь 


и с08&=т, ис08В=тФ, 1605$] =тФ, 


откуда, принимая во внимание, что с03* о -{ с05° В - 
- с05° у=1, мы получим 


и=И та 72? + 72 ф?, 

Следовательно, если для сокращения положить 
р] 1 В $) 1 Ь 

в= И:-ч-я. = и:-- ’ 


6 жж. Лагранж, т. П 
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то мы получим 
7 1 1 ОоИВ у ор,\ 
„= И (+ РЕ? вов 1 —2Р 7), 
Е— _ У Всоз 1—- ИБ. и- 
сова РЕЛЕ, сов = — У =, 
УВзш 1 — 
608 = И =. 


Но если бы мы захотели направление импульса 
отнести к двум другим осям, расположенным в пло- 
скости первоначальной орбиты, из которых одна на- 
правлена перпендикулярно к этой орбите, а другая 
по касательной к ней, тогда, обозначив через = угол, 
образуемый перпендикуляром к орбите с радиусом- 


аг 
вектором г и тангенс которого равен -;., мы получи- 


ли бы следующие выражения для скоростей, ссоб- 
щенных по направлению указанных осей: 


Г с0$ 3 — гф шп и ГП з--7ф с08а; 


скорость по направлению третьей оси, перпендикуляр- 
ной к плоскости орбиты, остается без изменения. 
Следовательно, если через &’и В’ обозначить углы, 
образуемые направлением импульса с этими новыми 
осями, то мы будем иметь 


И С05 &’=Т 60$ = — ГФ 11 з, 
и с05В’ =гзш з- 7Ф с08 3. 
Но мы имеем 


а == ат _ т 
га? уъь’ 
откуда, подставив значение }, мы получим 
ИИ 608 г = 


УЬ 
о 1 УДЕ 1’ 
— => Г _— -— — 

Г д 
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а отсюда следует 


ЕУБ-ГИ Всоз Г. /- 
—_ о У г, 
ДЕ 1 
иг — — — 
г @а 
__ и 1 
ГР; + У ВВ соз 1 га 


я) 1 и 
ш И 2-1 


-_ 2 1 
где, как можно заметить, ]/& и — — - представляет 


08 @&'’ = 


с0$ 3’ = Ма, 


собою скорость по первоначальной орбите. 
Что касается двойных знаков корней, входящих 
в состав этих формул, то следует отметить: 


1) т = 
) Так как }, являясь значением У; , Выражает 


скорость вдоль радиуса г для первоначальной орбиты. 
а символ ЁР должен выразить скорость вдоль этого 
радиуса на новой орбите, то эти величины следует 
брать положительными или отрицательными в зави- 
симости от того, стремятся ли выраженные ими ско- 
рости увеличивать или уменьшать радиус г, т. е. уда- 
лять или приближать тело к фокусу. 

ъ гаф 
УЕ 4 ` 


вращательную скорость вокруг фокуса по первона- 


2) Так как УР, будучи равно выражает 


.. В 
чальной орбите, то —— точно так же выражает враща- 


УВ 


тельную скорость на новой орбите, а — 6081 будет 
этой вращательной скоростью, отнесенной к плоскости 
первоначальной орбиты. Поэтому, если |/ 6 взять поло- 
жительным, то другой радикал УВ следует взять 
положительным или отрицательным в зависимости от 
того, будет ли новая орбита по отношению к плоско- 
сти первоначальной орбиты иметь то же направление, 
что и на данной орбите, или же противоположное 
направление, т. е. в зависимости от того, является 


6* 
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ли движение по новой орбите прямым или обратным 
по сравнению с движением по первоначальной орбите. 

56. Если мы желаем применить эти формулы 
к планетам и кометам, следует положить # =1, при- 
няв, таким образом, среднее расстояние от Земли 
до Солнца за единицу расстояний и средвюю ско- 
рость Земли по ее орбите за единицу скоростей. Эта 
скорость составляет примерно 7 лье в секунду, счи- 
тая по 25 лье в одном градусе. Скорость 24-фунтового 
ядра при вылете его из орудия равна приблизитель- 
но 1400 футов, или 233 туазам в секунду, что состав- 
ляет примерно и скорость точки экватора при суточ- 
ном движении Земли, так как последняя равна 
238 туазам в секунду. Следовательно, если для при- 
дания нашим оценкам большей наглядности мы при- 
мем в качестве единицы скоростей скорость 24-фунто- 
вого ядра, составляющую примерно одну десятую 
часть лье, то скорость Земли при движении ее по 
своей орбите выразится числом 70; следовательно, 
значение и скорости импульса следует в этом слу- 
чае множить на 70 [1]. 

Посмотрим же, каково может быть наибольшее зна- 
чениеи. Обозначив через е эксцентриситет первоначаль- 
ной орбиты и через $ истинную аномалию, соответству- 
ющую радиусу г, мы будем иметь (п.15) 

__ Ь _ @(1- е?) , 
1 есозФ$ 1 -+{есозо ' 
следовательно, | 
1 1—е? 
а г(1-+есоз$) 


1 1—е 
Стало быть, наименьшее значение < составит —— ‚и 


1 1-Е 
точно так же наименьшее значение —- будет —— , 
где Ё означает эксцентриситет новой орбиты. Следо- 
4 1 1 
вательно, наибольшее значение величины -—ч-т 


2-- Ее 
будет равно ——__, причем это выражение имеет 
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место также и для гиперболических орбит, у кото- 
рых Е ие превосходят единицу. 

Ь 
Из тех же формул мы имеем — = 1+ есоз <; стало 
Ь 
быть, наибольшее значение - равно 1-е; точно так 


В 
же наибольшее значение —_ равно 1-- Е; следователь- 


ВЬ 1+ Е) (1-е 
но, наибольшее значение Ув составляет УЕ) 


но легко доказать, что 
ИИ+Е) (+ < 1+2 **, 


так как разность квадратов этих величин равна 


(Ее); таким образом, мы всегда имеем 
УИВЬ 2+ Ее 
га г ° 
Следует еще определить наибольшие значения } и Ё. 


1 Ь 1—е 
Так как наименьшие значения си =; равны ——, 


2е 
то наибольшее значение } составит у и точно так 
2Е 
т 
Так как в выражениях для и, ИБ, УВ, | и Ё 
можно иметь знаки | или —, то, взяв с положи- 


тельными знаками члены, содержащие эти корни, и при- 
няв для с0$ [ его наибольшее значение 1, мы получим 


и < И 2+4 У а 


г 


же наибольшее значение РГ составит и 


6 
Этот предел сводится к И5, когда первоначаль- 


ная орбита является круговой или близка к послед- 
ней, как это имеет место у планет, а новая орбита 
является параболой, как это имеет место у комет.-- 
2/: Главнейшие явления движения планет вокруг 
Солнца дают нам основание полагать, что все они 
имеют одно общее происхождение; обратное наблю- 
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дается у комет; последние имеют между собою лишь 
то общее, что они движутся по параболе или вообще 
по коническому сечению; они кажутся как бы слу- 
чайно брошенными в пространство. 

Нельзя ли предположить, что та же причина, ко- 
торая породила наши планеты, одновременно поро- 
дила еще большее количество других планет, распо- 
ложенных за Сатурном и описывающих такие же ор- 
биты, как Уран, из которых, однако, многие превра- 
тились в кометы, разлетевшись на части под дей- 
ствием внутреннего взрыва? В самом деле, когда пла- 
нета разлетается на два или большее количество ку- 
сков под действием силы взрыва, то каждый из этих 
кусков получает импульс, который заставляет его 
описывать орбиту, отличную от орбиты планеты, а 
для того, чтобы эта орбита была параболической, до- 
статочно, чтобы скорость, сообщенная взрывом, не 


6 > 
превосходила 70 И ®- кратной скорости пушечного 


ядра *). Для Сатурна г=9, а для Урана г= 19; если 
мы допустим, что г = 24, то достаточно скорости, мень- 
шей 35-кратной скорости пушечного ядра, которая 
получается в результате действия лишь горсти пороха. 

Гипотеза планеты, распавшейся вследствие впу- 
треннего взрыва, была уже предложена Ольберсом для 
объяснения приблизительного равенства элементов че- 
тырех новых планет [**]; эту гипотезу могли бы подкре- 
пить еще и наблюдаемые на этих планетах изменения 
яркости, которые, указывая на наличие вращательного 
движения, в то же время показывают, что эти пла- 
неты не обладают формой тел вращения, подобной 
формам других планет, и, следовательно, что они не 
могут быть жидкими, но отвердели еще раньше того 
времени, когда они стали такими планетами, какими 
они являются в нынешнем своем состоянии. 


*) То-есть не обязательно, чтобы эта скорость была больше 


70 и > -кратной скорости пущечного ядра. (П рим.Бертрана.) 
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Если предположить, что первоначальная орбита 
была круговой, а орбита, измененная под действием 
взрыва, стала эллиптической, но мало отличающейся 
от круга и слабо наклоненной к плоскости первона- 
чальной орбиты, и если принять в расчет лишь пер- 
вые степени эксцентриситета Ё и синуса наклоне- 
ния /, то мы будем иметь 


. 1 
И = (ви ф-- у 052 Ф ) -- $112 / 


и — — = , 
Уг 
Езшп Ф ] 
608 ==, 0538—2608 ©. ‚ 605 = , 
иУг 2иУг иуг 


где угол Ф — это угол, образуемый радиусом г с ра- 
диусом перигелия. 

Так как эксцентриситеты и наклонения планет не 
связаны взаимно каким-либо законом и имеют между 
собою лишь то общее, что они у всех планет малы, 
можно было бы предположить, что орбиты планет при 
их возникновении были круговыми и что затем они ста- 
ли эллиптическими и получили некоторый наклон под 
действием небольших внутренних взрывов. Действи- 
тельно, если бы небольшой кусок т массы М пла- 
неты оторвался от нее и был бы отброшен со ско- 
ростью У, способной превратить его в комету, то пла- 

ту 
М-т 
в обратном направлении, которая была бы в состоя- 
нии превратить ее круговую орбиту в эллиптическую 
и наклонную, подобную орбитам наших планет; как 
увидим ниже, тот же импульс мог бы вызвать и не- 
воторые изменения во вращении планет. 


нета получила бы лишь небольшую скорость 


$ П. Изменения элементов планет, вызываемые 
возмущающими силами. 


58. Предположим теперь, что импульсы, изменя- 
ющие значения произвольных постоянных, бесконечно 
малы и непрерывны; тогда эти постоянные становятся 
переменными, и, таким образом, действие возмуща- 
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ющих сил планет можно свести к вариациям элемен- 
тов их орбит. 

Пусть Х, У, & — возмущающие силы, разложенные 
по прямоугольным координатам х, у, 2 и стремящиеся 
увеличить значения этих координат; эти силы вызы- 
вают в течение времени 4 малые скорости Хар Уд 
7 4, которые следует прибавить к скоростям 


ах ау 42 
4’ 4’ & 
в выражении для каждого элемента а, 6, с,..., как 


это было сделано в пункте 52. Но так как в данном 
случае эти добавочные скорости бесконечно малы, то 
они вызовут в элементах лишь бесконечно ‘малые из- 
менения, которые можно определить с помощью диф- 
ференциального исчисления. 

Положим для сокращения 


ах лм у и 45 ’. 

в ШУ Шо 
каждый из элементов будет выражен с помощью за- 
данной функции т, У, 2, 7’, у, 2. Пусть а— какой- 
либо из этих элементов; его вариацию 4а мы полу- 
чим, прибавив к 2’, у’, 2’ бесконечно малые величины 
Хар Уаь 24; этим путем мы получим 


Ча — 59 Х + м +95 2); 


аналогичные уравнения мы будем иметь для других 
элементов орбиты В, с, Й, 1, К. 

Для того чтобы воспользоваться этими уравнениями, 
‘следует вместо переменных. х, у, 2, 5’, У’, 5’ подета- 
вить их выражения в функции Ё`иа, 6, с, ..., дан- 
ные формулами, найденными в. первой главе; этим 
путем мы получим столько уравнений первого порядка 
между временем { и элементами а, ®, с;..., ставшими 
переменными величинами, сколько имеется этих элемен- 
тов, И тогда все дело сведется к их интегрированию. 

Если бы мы захотели ввести возмущающие силы 


неносредственно в. уравнения первоначальной орбиты 
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(п. 4), то надо было бы лишь прибавить величины 
Х, У, Й соответственно к членам В, В 27, В" 

х ду 93 
указанных уравнений. Таким образом, приведенные 
уравнения между новыми переменными а, В, с, ... 
можно рассматривать как преобразованные уравнения 
вх, у, 2; однако эти преобразования принесли бы 
мало пользы при общем решении задачи. Но они очень 
полезны в том случае, когда строгое решение невоз- 
можно и когда возмущающие силы очень малы; тогда 
они дают способ приближения, который в общем виде 
был нами изложен в отделе У. 

59. Это приближение, основанное на вариации 
элементов, особенно применимо к эллиптическим ор- 
битам планет, поскольку они испытывают возмуще- 
ния под действием других планет, и геометры зача- 
стую им пользовались в теории планет и комет; можно 
сказать, что самые наблюдения знакомят с приближе- 
нием раньше, чем к нему привели вычисления; это 
приближение имеет то преимущество, что при нем 
сохраняется эллиптическая форма орбит, так что не 
только место планеты, но и ее скорость и направле- 
ние движения*) не испытывают на себе никакого 
влияния мгновенного изменения элементов. 

Действительно, если координаты х, у, 2 рассма- 
тривать как функции времени и элементов а,6, с,..., 
ставших переменными, то путем дифференцирования 
мы получаем 


‚0 дх дх дх 
42 =, а - 5. @а + 546 546+ ..., 


и легко доказать, что часть, содержащая вариации 
аа, 46, ..., обращается в нуль при подстановке 
приведенного выше выражения 4а и аналогичных вы- 
ражений 46, 4с, ...; в самом деле, если произвести 

я 
указанные подстановки в членах -. 


*) То-есть формула, выражающая скорость, и формулы, 
дающие направление движения. (Прим. Бертрана.) 
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и расположить члены по величинам Х, У, &, то мы 
будем иметь 


д% да. дх ОБ 
да 9’ Г 5 д 
2: 2 да 0206 | де де 


дс 
(ее иен, ...) 24. 


Но если рассматривать сначала х, у, 2, 2’, У, 2’ 
как функции а, В, с, й, 6, №, а затем а, 6, с, ... 
как Пукиии х, у, 2, т’,.... то мы будем иметь 


аз = 5* Ча ОН + 5% р ..., 
п-т а ее а... 


а а +5 и дз’ Ча’ + .... 
4ф = „аа +5, ау Ноа ра + .. 


Подставляя в выражения 4х, 4у,... эти значения 
для Ча, 46,..., мы должны получить тождества; для 
этого нужно, чтобы члены, содержащие ах’, 4у’, 42’ 
в выражениях 4х, ау, 42, были равны нулю; это 
дает по отношению к 4х следующие тождества: 


дх да дх 06 дс 


да д Е. д К° .. = 0, 
дх да дх ОБ дс 
НОВ бр -Н эр + ‚.. =0, 
дх да де 0 дх 4с 
ба эр -Н в эт 56 эр + :.. =0. 


Таким образом, мы имеем просто 


дх 
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аналогичным образом мы получим 


__ ду __ 93 
4у = 5, 4, 4 = 5,4 
как если бы постоянные а, 6, с, й,... совершенно 


не изменялись, 

60. Когда возмущающие силы происходят вслед- 
ствие притяжений других тел, неподвижных или на- 
ходящихся в движении, и когда эти притяжения про- 
порциональны функциям расстояний, то если, как 
это было сделано в пункте 8 отдела У, обозначить 
через— © сумму интегралов каждой силы, умножен- 
ной на элемент ее расстояния от центра притяжения, 
и величину © рассматривать как функцию я, у, 2, то 
силы Х, У, Й имеют следующий вид: 

х- 9%. у— 9. 7—9. 

дх ду 93 

я приписываю здесь величине ® знак -, так как я 
предположил, что силы Х, У, Й стремятся увеличить 
расстояния х, у, 2, между тем как в функции — О 
возмущающие силы, направленные к центрам, должны 
были, по предположению, стремиться уменьшить рас- 
стояния тел от этих центров. 

В данном случае, который фактически мы встре- 
чаем в природе, вариации элементов а, 6, с,... могут 
быть выражены более просто, если вместо частных 
производных функции 8 по х, у, 5 воспользоваться 


ее частными производными по а, 6, с,..., произведя 
предварительно подстановку Ф, 1, 2, выраженных 
в функции фи а, 6, с,...; из этого именно рассуж- 


дения и возникла новая теория вариации произволь- 
ных постоянных. 
Если Хх, у, 2 рассматривать как функции а, 6, с, ..., 

то мы имеем 

д 03 да, 072 06 |098 дс 

дз — ба д К 5Б д Где д + ''°, 

08 0. да ‚ 08 46 | д- дс 

5у — да ди + 55 ди 9 ди + *.°, 

2) 0-2 да, 9% де 


96 9. , 
92 25а 5: КБ 58 Кв аё т *'°} 
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если эти выражения подставить вместо Х, У, Йввы- 
ражение для Ча, приведенное в пункте 58, то оно 
примет следующий вид: 

да да да да да да\ д? 
= (52 5= Н ду’ бу Нд 91) д 11 

‚да 96 да 96 да 992 
+ (52 52 Рду.ду Гот д=) 354+ 

да дс, да 4 да дед? 
(5 авар т 9 ) 35 9. 


Можно добиться исчезновения в этом выражении 


Ча 


[62 
членов, умножающихся на 5., пользуясь тем сообра- 
жением, что так как © совершенно не содержит в себе 


/ / 


переменных х’, У’, 2’, то мы имеем 


0 0® да 9% 06 9-2 дс 
‘32 — 9а ды дБ д К 9 ды +. =0, 
9% 0% да 9% ОБ 90 05 
ду’ — да ду’ Г а6 ду’ Ре ду Ро = 


90 д» да ды 98 д) дс 
"= а ЭН 35 ЭР эр + :.: =0. 


Следовательно, если из 4а вычесть величину 


92 да 92? да 0% да 
Эа’ 9 55, 92 5: ) 


которая равна нулю, то мы получим 


да 06 да 06 да 96 дадь 
44 — | ды’ бр + ду’ ду Гат ба дрды 
— 2426 216) (08% 046 

дуду’ 050д2’/ 06 дх’дх . ду’ ду 
+ да де __да де да де да 06 \ 92 

д3'05 дхд5’ дуду’ 020/46 “ 
Это выражение для Да кажется сложнее перво- 
начальной формулы, из которой мы исходили; но, 
с другой стороны, оно обладает- большим преимуще- 
ством, заключающимся в том, что после ‘подстановки 


значений х, у, 2, 5’, У’, 2’ в функции и а, 6, с, . ., 
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заданных эллиптическим движением планеты, . коэф- 
9 0-2 

Вы ’ дс ... 
независимыми от времени & в чем легко убедиться 
путем дифферевцирования, при котором мы будем 
в коэффициентах варьировать время &. 

61. Действительно, так как а, рассматривается как 
функция & д, у, 3х’, у, 2, ат, у, 2, 1’, У,, 2’ тоже 
изменяются с изменением {, так что, согласно диф- 
ференциальным уравнениям задачи (п. 4), 


фициенты частных производных становятся 


ах , ау Г 42 , 
в", що в" 
И 
4х’ 07 ау 07 4’ ду 
2—9’ = ду’ «= д, 


то отсюда следует, что, дифференцируя по &, мы полу- 
чим 
да _ д?а 92а , да , 0а , 
4 „= 950 Г д Т дж 9 - двд:° — 
02а 97 да ОУ О?а 5: ) Я 


——_ ————__ —— —  ———ы——— — == —ы—— — 


дхдх' дх  дхду’ду 0дхд2’ дз 


Но так как а является одной из произвольных постоян- 
ных, введенных при интегрировании этих же уравне- 


ний, то ее дифференциал по & должен тождественно 
4х’ ау’ 42’ 
обращаться в нуль теми же значениями -»_, -: р; 


таким образом, мы имеем 
да да, да ‚, да, да ОР дад9дГ да 9 0 


[нык 
_--—_—_ ——— ——ы—— ———_ — 
Фынию 


9 Г дз? ду 7 пд ^^ 070 иду 0292 


— тождество, которое остается в силе, если отдельно 
, , 


варьировать х, у, 3, Хх’, У,, 7’. 
Будем варьировать 1; тогда мы также получим 
д?а да , да , 92а , да ОГ д2а ЗИ 
920 Газ? Т рди 9 9:0.“ 92020 50 ду — 
02а’ ОГ да 9? да 5 да 07 —0 


—_ ——д————_——_ м г —————_—— —— ————щ—ы— ——_—ж——— 


дх дз' дз 01’0х? ду’дхду 05’ дх 0 | 
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да 

Таким образом, выражение для дифференциала 5= све- 
дется к 
да _ (да 0®У ‚да 027 |, да 97 
д \ дж’ да? ду’ дхду 02’ дх 03 
Тем же путем мы найдем 

да _ (да 9% | да У | да 27 а, 
ду \0л’дхду ' ду’ ду? 1 д2 дх ду 
да __ (да 07 | да 97 | да У 
дз \дл’длдг Г ду’ дл дз -- д 922 


Ч — 


Затем мы будем иметь 


да 0°а , д?а , да , 1 
да _) ОЕ дх' - дед -Т дид= 9 т дз де” ® Ир. 
0’ | _ бад’ да дУ_ да ду 

( 0220 дл’ду’ду дх’дь 02 
Но если в тождестве 4а =0 варьировать х’и принять 
во внимание, что, согласно допущению, функция У 


! 


не содержит поременных т, у, 8’, то мы получим 
02а , д?а ’ 
0 0х’ + > ое “Г уде и. бт У ут д: дл’ * 
__ да дУ д°а ОИ 03а ОУ _ 
дл”? 0х  дх’дуду дх’д2’ 08 — 


следовательно, мы будем иметь 


да да 
аналогичным путем мы найдем 
да да 
() ду' — д ЧЕ, 
д 
а = — 5 ав. 
93 


Подобные же выражения мы получим для дифферен- 


ОЬ д6 06 06 
Эх? Ч», 45-, Эр Ч, Ч, заменяя 
лишь букву а буквой 6, и точно так же для других 
подобных величин. 
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Если теперь продифференцировать коэффициент 
2 
величины ор а в выражении 4а пункта 60 и подета- 


да да да да да 


вить значения, найденные ДЛЯ Эр? ду ' 92? де’, ду’ , 


то мы прежде всего увидим, что члены, содержа- 


о 
д2'’’ , 

е оа 95 да 95 оа. 95 взаимно 
щие производны дж’ ’ д’! ду’ , ду’ ’° 02’? дд’ МН 


да 
уничтожатся, а члены, содержащие производные >, 


дх 
ОЬ 
Эт будучи расположены по частным производным, 
тоже взаимно уничтожатся в каждом коэффициенте 
этих частных производных. 


) 
Отсюда можно заключить, что коэффициент ыы 
в выражении для 4а после подстановки значений х, у, 
2, Х, у, 2’, выраженных в функции а, 6, с,..., ИБ, 
будет постоянной величиной по отношению к Ё и будет 
лишь функцией а, 6, с, ...; таким ‘образом, перемен- 
ная { сама собою исчезнет, и будет достаточно под- 
ставить значения т, у, 2, д’, у’, 2’. соответствующие 
1 =0 или какому угодно другому значению &. 

Таким же путем можно доказать, что { исчезнет 
в других коэффициентах частных производных ® в том 
же выражении для 4а. Следовательно, вариация а 
будет представлена с помощью формулы, содержащей 
лишь частные производные ® по ®, с, ..., каждая 
из которых будет помножена на некоторую функцию 
а, 6, с,..., но без &. То же самое будет иметь место 
по отношению к вариациям других произвольных посто- 
янных величин 6, с, Й,... 

Этот важный вывод, который мы сделали только 
что а ро%ег!1от1, представляет собою лишь частный 
случай общей теории вариации произвольных постоян- 
ных, изложенной нами в $ П отдела У, и его можно 
было бы вывести непосредственно из этой теории. 
Однако нам представлялось небесполезным показать, 
каким образом к нему можно придти, исходя из 
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формул, дающих прямо вариации элементов, вызванные 
возмущающими силами, и в особенности, каким обра- 
зом эти вариации приобретают простой и изящный вид 
благодаря выражению возмущающих сил частными 
производными одной и той же функции, взятыми по 
тем же элементам, рассматриваемым как переменные. 

62. В пункте 60 мы допустили, что силы Х, У, Й 
могут быть выражены с помощью частных производ- 
ных по д, У, 2 одной и той же функции 9. Это допу- 
щение упрощает расчет, но оно не является совершенно 
необходимым для его правильности, так как дифферен- 
циальные уравнения всегда независимы от природы 
ускоряющих сил движущегося тела; вопрос сводится 
лишь к тому, чтобы знать, чтб следует подставить 
вместо частных производных 9 по произвольным посто- 
янным а, 6, с,... Но эти постоянные входят в функ- 
цию ® лишь потому, что они входят в выражения 
переменных х, у, 2, функцией которых является ®; 
таким образом, мы имеем 


92 020& 0д90у 0908 


да — 92 да № у да Г 52 да’ 


а подставив Х, У, вместо 5_, 9» 5} мы получим 
[92 дх ду 92 
да — ^ да + ба + 7 да, 
каковы бы ни были Х, У, 7. То же самое мы по- 
дэ 08 
лучим для 55, 55‘... Заменив лишь букву а бук- 


вами 6, с, ... 

Вообще, если мы обозначим символом 6 вариации @® 
по отношению к произвольным постоянным а, 6, с, ..., 
то мы будем иметь 


32 = Хз + Убу-+ 74: 
а если допустить, что возмущающими силами являются 


силы А, О, Р, ..., направленные к центрам, нахо- 
дящимся на расстояниях г, 4, р,..., что дает 


—а®8 =Аатг+ 044+ Рар+..., 
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ТО МЫ будем также иметь относительно произвольных 
постоянных 


Я приписываю здесь 48 знак —, так как силы ВД, 0, 
Р,..., согласно допущению, стремятся уменьшить 
расстояния г, 4, р,..., между тем как относительно 


сил Х, У, & мы предположили, что они стремятся 
увеличить линии х, У, 2, как мы это уже отметили 
выше, в пункте 60*). 

63. Для того чтобы общие формулы пункта 18 
упомянутого выше отдела применить к элементам 
планеты, следует лишь принять во внимание, что коор- 
динаты 5, у, 2, будучи независимыми, должны быть 
взяты вместо переменных &, ф, Ф, а так как мы имеем 
дело с одним движущимся телом, массу которого мы 
можем принять равной единице, то мы будем иметь 
просто, как в пункте 3: 

т Че ау а 1 ру 2'?. 
— 24? и, 
следовательно, 


ЭТ г” ОТ ___ ’ ОГ _ / 

дж’ 7-9 } 7—2 . 
Таким образом, постоянные а, В, | и *, в, у, выра- 
жающие значения х, У, их, У, $’, когда #&=0 
(отд. У, п. 12), будут в данном случае равны х, у, 
;, ху, 2 (п. 31), и вариации элементов а, 6, с, 
примут следующий вид: 


д% д. 

4а = | + (а, (а + ‚| 4 
9-2 92 

4&=| —(а, 55 + (6, ©)... | 46 


*) Введение функции @ при рассуждении, относящемся 
к случаю, когда этой функции не существует, придает насто- 
ящему параграфу некоторую видимость неясности, кот.рая, 
однако, исчезает, если данный вопрос несколько продумать. 
(Прим. Бертрана.) 


7 жЖ. Лагранж, т. П 
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причем коэффициенты, представленные символами 
(а, 6), (а, с), ..., будут иметь следующие выражения: 


да дЬ да ОБ да 96 да 9Ь да О да О 
(а, 5) = 


ах’ 9х К ду’ ду Гайд: дхдх’ уд’ иде, 
(а, с) = 24.9% {9406 да 9 _0а 06 да де да де 
’”/  дх’дх ' ду’ду т 229% дхдх дуду’ 0202’ 


Как видим, эти выражения для 4а, 46, ... совпа- 
дают с теми, которые мы дали выше (п. 60); разли- 
чие заключается лишь в том, что вместо букв х, У, 2 
мы имеем буквы х, у, 7, выражающие значения х,, у, 2, 
когда $ равно нулю или какому угодно другому зна- 
чению, так как начало счета времени { является про- 
извольным. Последнее совершенно безразлично, так 
как коэффициенты (а, 6), (а, с), ... должны быть неза- 
висимы от времени #, и следовательно, величины 
а, 6, с,... должны быть такими же функциями от х, 
у, 2, 2, у’, 2’, как иотх, ух, у, г. 

64. Так как величины х, у, #7, х’, у’, 7’ тоже 
являются произвольными постоянными, то их можно 
взять вместо шести постоянных величин а, 6, с, Й, 
‚, К. Следовательно, подставив х вместо а, х’ вместо БВ, 
у вместо с, у’ вместо й, ..., мы будем иметь 


(х,х)= —1, (уу)=-—1, (2#)= — 1, 


а все прочие коэффициенты (х, у), (х, 1), (х’, у), ... 
будут равны нулю; таким образом, вариации х, у, 1, 
х, у’, 2’ будут выражены следующими очень про- 
стыми формулами: — 


0% 903 98 
4х = — 5+ 4, 4у = — ду 41, 4: — — 5, @, 
95 08 90 


ах’ = +ух@, 4у = + 994 4’ = 5, 4; 


последние вытекают также из тех формул, к которым 
мы пришли непосредственно в пункте 14 отдела У; 
поэтому применение этих постоянных вместо других 
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постоянных а, 6, с, ... всегда представляло бы для 
нас известное преимущество. 

Но, каковы бы ни были постоянные а, В, с, .., 
они будут функциями постоянных х, у, #2, Хх’, ..., 
следовательно, и обратно, последние можно рассма- 
тривать как функции пеэвых. Таким образом, мы имеем 


99 090х 090у 000 09 05’ 02 ду’ 09 дг' 
94 — Эха Гдуда Г дз да | дх’ да | ду’да Г д да ' 
Сле 93 дз 
довательно, подставив выражения 5х, ду на- 


стоящего пункта, мы получим 


98 дх,,, ду, 0., дх’ ду’ 92’ 
Но так как х,у, 2, х’,... являются функциями 
аб, с,..., то мы имеем 


дх дх дх 
ах =. аа- 5 ав + 5. 4+ ..., 
, дх’ дх’ дх’ 
ах — аа Ч@-+ 35 Ч - 5. 4+ ..., 


К ОИК ЗОО ЗОВИ ЗОО ЗОООООИК ООО ООО ОООООААЮ ООО ЗОЖ ОАО ЗОО ООО ОООООААААК ООООИИААИК ЗОО ООО ОИК ЗВООИИИАИК ОООИИИК. ООО ОООНИК ЗОО 


Подставив эти значения и расположив члены по вари- 
ациям аа, 46, 4с,..., мы получим 


Ч [а, 6] 46 + [а, с] ас -Н[а, | ав+... 


где символы [а,6], [а, с],...определяются следую- 
щими формулами: 
_ дхдх'’, дуду’, дъ0’ дхдх ду’ду де 01 


№, 6] — ва Рдад5 + 9406 да 5 90 95 да 9, 
[а 1 —2%9%' дуду’ ‚.0%0% одх’ох ду’ду д 01 
’^1'^ да дс ' да де 'да 4 0да4% 0да4 дадс’ 
точно так же, в силу [6, а] = — [а, 6], мы будем иметь 
0% 


дх 0х’ дуду’ 010 дх’одх ду’ду ди’дь 


—- дд ——мы д — — 


[6, с] = 56 эс + 265 ве 9546 04 046 906’ 
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и Так далее, просто заменяя взаимно величины а, 6, 
с, й, Е, Е, взятые попарно, и принимая во внимание 
что вообще 

[6, а] = — [а, Ь], 


так что при перестановке двух величин, входящих 
в состав символа, последний изменяет только свой 
знак. 

Если символы, обозначенные прямоугольными скоб- 
ками, сравнить с аналогичными символами, обозна- 
ченными круглыми скобками (п. 63), то мы заметим 
замечательную аналогию, заключающуюся в том, что 
они выражаются совершенно одинаковым образом 
в частных производных а, 6, с,..., по х, х’, у, ... или 
в частных производных х, х’,у,... по а, 6, с, ... 

65. Последние формулы — это те формулы, которые 
я вывел непосредственно в первом своем мемуаре 
о вариации произвольных постоянных*); они выте- 
кают также прямо из формулы пункта 12 отдела У, 
которая после осуществления указанных выше (п. 61) 
подстановок приводится к следующему виду: 


До 1 =Ахёбх' -- Лубу’ -- 4242’ —Ах’0х —Ду вбу— Аг 02. 


В этой формуле дифференциалы, обозначенные через 8, 
должны относиться к вариациям всех постоянных 
величин а, 6, с,..., но дифференциалы, обозначен- 
ные через А, могут относиться к вариации каждой 
из этих постоянных в отдельности (упомянутый выше 
отдел, п. 410). Следовательно, относя символ А по- 
следовательно к а, 6, с,..., мы получим 
С 57, ' ду’. д.2" 
ЕО вх" -- уу’ 5.8’ - х сх —5 “У—= 07; 

аналогичные выражения мы получим, заменяя букву а 
буквами 6, с, ... 


*) См. Мёто!гез де 1а ргепмёге с]аззе 4е Гпзиии рочг 1808 “). 
(Прим. Лагранжа.) 
“) Оепугез де Гавтапое, т. УТ, стр. 169 (Прим. Дарбу.) 
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Но мы имеем 


сх =, да к. 8 4 +. 


ы 


х’ ох да +5 к ата е+... 


и аналогичные выражения для 6у, 0у’, (2, 62’; произ- 
0% 9% 

ведя эти подстановки, мы получим для 5., д, ... 

те же самые формулы, какие мы нашли выше. 

Но из этих формул вытекает одно важное след- 
ствие, заключающееся в том, что вариация функции ©, 
поскольку она зависит от вариации элементов а, 6, с,..., 
всегда равна нулю. В самом деле, если в дифферен-. 


циале 
д.2 д. 9.2 
_— —_ щ — ь 
52 Ча + 5, ОВ - =, Че + ... 


д д. 
подставить значения 9а , 5 у ь у выраженные через 
аа ав ., 
2, ›°..’ ТО мы найдем, что все члены взаимно 


уничтожаются; последнее представляет собою очень 
интересный результат. 

66. Так как решение основной задачи, при кото- 
рой возмущающие силы совершенно не принимаются 
в расчет, должно дать значения х, у, 2 в функции # 
и произвольных постоянных а, 6, с,..., следует лишь 
в этих выражениях, а также в выражениях их про- 
изводных по # положить сначала # = 0, а затем взять 


их частные производные по а, 6, с,... Таким образом, 

мы легко получим коэффициенты дифференциалов да, 
о о 

46,... в значениях Эа С, ‚55 ф,..., и тогда все 


сведется лишь к тому, чтобы определить сами диффе- 
ренциалы с помощью линейных исключений, как я 
это сделал в упомянутом выше мемуаре примени- 
тельно к элементам планет. 

С этой точки зрения формулы пункта 63 имеют, 
повидимому, преимущество, заключающееся в том, 
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что они непосредственно дают указанные дифферен- 
циалы; однако они требуют предварительного полу- 
чения выражений произвольных постоянных а, 6, с,... 
в функции переменных х, у, 2 и их производных, что 
во многих случаях может быть осуществлено лишь 
путем исключений порядка более высокого, чем пер- 
вый; затем после того, как взяты их частные произ- 
водные по $, у, 2, 1’, у’,2’, следует в них снова 
подставить выражения этих переменных в функции 


а, 6, с,..., так как в конечном результате коэффици- 
енты (а, 6), (а, с),... должны быть функциямиа, 6, 
с,..., НО без Ё, в чем и заключаются сущность и 


ценность этого анализа. 

Но во всяком случае, после того как в $ [мы дали 
очень простые выражения для координат х, у, 2 в функ- 
ции риа, 6, с, /, ЕЁ мы применим здесь формулы 
последнего пункта с тем, чтобы из вих получить 
вариации элементов а, 6, с,... подобно тому как 
мы это сделали в упомянутом выше мемуаре, ибо 
вычисление на основе этих формул производится с та- 
кой простотой и изяществом, которые почти не осу- 
ществимы при пользовании другими формулами. 

67. Обратимся снова к выражениям для х, у, %, 
данным в пункте 13: 


х=оХ + ВУ, у= Х+З У, 2=в, ХВ, У, 


в которых (п. 17) 


Х=а(с030—е), У=аИ1— ет, 


где угол 0 определяется с помощью уравнения (п. 16) 


аз 
Ес = и“ (0 — ез1т 0). 
5, 


Эти формулы обладают тем преимуществом, что три 
элемента орбиты а, 6, с входят лишь в состав выра- 
жений для переменных величин Х У и, следовательно, 
отделены от трех элементов й, $, Ё, которые зависят 
от положения орбиты и функциями которых явля- 
ются коэффициенты 2, 3, %',... (п. 13). 
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Рассмотрим сначала выражение 
9х д’, ду ду’ + 92 92’ 0х’ д __ ду’ ду _0д2' д 
да 96 ' да 96 ' да 0 да 96 да 49 да 45 
и подставим в него приведенные выше значения х, у, с; 
положив 


мы получим для #2’, у’, 2’такие же выражения, в кото- 
рых величины Х, У будут снабжены одним штрихом; 
так как постоянные величины а, 6 входят лишь в со- 
став Х и У, то мы будем иметь 


дх эх ду дж’ эх’ ди’ 
о — ИИ __ —_ = аи ВИ —__ 
да “да В, 9 РЗ, 
д 9х У дих эх’ ва". 


96 96 ' ВБ ’ 06 06 +} 
а заменив буквы о, 3 буквами я, В, и %,, мы полу- 
чим значения У, би 
да’ да ’``` 
Если эти выражения подставить в приведен- 
ное выше выражение и принять во внимание условные 


уравнения 
ира а, —1, УВ НЬ ово, В, ав, =0, 


существующие между коэффициентами ч, В, &, 
(ни. 14), то это выражение примет следующий вид: 


—— дд —ы ———_ — 


‘да 55 Т0а 9Ь да 9 да д’ 


при котором величины а, В, ’,..., зависящие от 
положения орбиты, как видим, исчезли. 
Аналогичный результат получится для частных 
производных по с, причем для этого достаточно в приве- 
денной выше формуле заменить а буквой 6 и 6 буквой с. 
Следовательно, если в Х, У, Х’, У’ подставить их 
выражения в функции #, затем положить # равным 
нулю или какой-либо определенной величине и через 
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Х, У, Х’, У’ обозначить те значения, какие примут Х, 
У, Х’, У’, то мы получим (п. 64) 
а. ы_9Х 9х’, ду ду’ ах’ ах ду’ 0%. 
) да 0 да ОВ да 05 да 06’ 


точно так же мы получим величины [а, с], [6, с], заме- 
нив в частных дифференциалах букву 6 буквой с и 
букву а буквой 6. 
68. Но мы имеем 
Х =а(с050—с), У=а ИУ 1 езщЕ 


‚ _ах ‚ _аУ 
следовательно, так как Х’=-., У’=-., мы полу- 


чаем 
,__ . 40 и —— 5 48 
Х’= абв д, У’ =аИ 1-е 080 2... 


Но из уравнения 


(Е —с) И Еее 


дифференцированием получаем 
И= 
а _ аз | 
АГ 1—ес080’ 
следовательно, мы имеем 


Е-И= зп 0 у’ — у а (1— ег?) 050 


а 1—ес0$0 а 1 —ес0$6 ° 


Эти формулы следует теперь продифференцировать, 
варьируя три постоянные величины а, е, с; вариации 
по этим постоянным будем обозначать символом 8; 
этим путем мы сначала получим 


(—са +300 4 — УДЕХ? 


1 —е с0$ 0 
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и затем 
СХ = —а911 068 -- с0$ 0 4а — а (ае), 


3У=а/1— е* с05050- зш0а (а 1—е*), 


Е 6080-е 
а (1-есоз 6)? 


-И= $11 0 с0$ 60 де — 51а 6 Ис. 
а (1—е60$ 0)? | ес0зь 4 
Ио и: ИТ, 28+ 
а 
т т есоер ИЕ И1—=). 


Здесь можно положить #=0, однако проще будет 
положить #==с, что дает также 6 =0; заменив буквы 
Х, У буквами Х, У, мы таким образом получим 


6Х’ = 


2 4 
аз 1-е’ 


6Х = (1--е) да -- а4е, 
аут“ -И киа, 


80 = — 


а И = + и = . ии. я 


69. Мы сохранили здесь величину е, представля- 
ющую собою эксцентриситет, но если желательно 
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вместо нее воспользоваться параметром 6 =а (1 — е*), 
то, дифференцируя, получим 


р _ 4-8) 4-4 


Зае } 


и выражения для 5Х и 8\’, содержащие 4, примут 
следующий вид: 
— (1 —е): аа - 45 


аХ = 2е ? 

ел, « И! е 8 4 

У — Иа о 
[1 2ае @ 9ае (1-е У1- е? 


Отсюда мы получим частные производные 


ах _ _ (1-0 Е Хо 
да 9 0 92’ де  ^’ 
9 0 ду _ Ъ9У иг 
да 96 де — а 1-е 
2х _( 9х’ 0х Е 1 
ди ? 9 дс а? (1-е) 
У’ _ И = У 1-е? 
да — а 2ае 
ду’ _ /: __1 ___ ду’ —0 
96 у а Зае (1-е У 1-е?’ 0 


а путем подстановки этих выражений в выражения 
пля символов [а, 6], [а, (|, [6, с] пункта 67 мы най- 
дем 
[а, 6] =0, 

8И-е) _ 5 

- зе т Зе (1-е) 24?’ 
Г 1 1 — е? 
— 2ае (1—е)* (1-е) ИУ1-е? 


[а, С] == - 


Те же результаты мы получили бы, заменяя 6 вели- 
чиной е, если бы мы пожелали сохранить эксцент- 
риситет вместо параметра. 
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70. Рассмотрим теперь выражение 
дх дх’ ду ду’ 02025’ дд’ 0х ду’ду 0:3’ 0: 


—_—_ дц. —— жж ————_— жд —ы— — 


да ЭВ да Эъ Г да Эь да 9% да 0 да 9% ` 


Так как величина й входит только в коэффициенты 
ях, ВВ а,..., не содержащие а, то мы имеем 
ебу, 9 бабу, 
Ой О Ой, Ой ОЙ ОЙ 
подставив &, 3, ио9., В, вместо &, 8, мы получим зна- 
ду 0у’ 05 092’ 
9%? д’ 0’ 9 
изводных по а, то они будут теми же, что и в преды- 
дущем пункте. 
Произведя эти подстановки, мы заметим, что пу- 
тем дифференцирования указанных выше условных 
уравнений получается 


«аа -- 1, 4. Е “2 о» -= 0, зав - В. 43, -- Ва 43. — 0, 
ха + °. 48, - . 48. —— Ва, — 3.4%, —— 3.4%; 
так что, если положить для сокращения 
Вах + 3,4, - ВЧ. = 47 


. Что касается частных про- 


(я применяю здесь знак дифференциала 4*), хотя 
величина 4`/ не представляет собою полного дифферен- 
циала), то формула 

д: дл’ , дуду + д: 9: 

дадь ' дадв ' да дь 
преобразуется к следующему виду: 


‚У ‹,.0Х\ ву 
(х ба ба ) Эь` 


*) В данной задаче имеется лишь одна независимая пере- 
менная величина, а именно — время. Таким образом, всякое 
дифференциальное выражение может быть проинтегрировано, 
и следовательно, замечанис Лагранжа представляется бесполез- 
ным. Я бы прибавил, что это замечание может смутить чита- 
теля, который ниже (п. 73) увидит, что эта же буква принята 
в качестве одной из переменных постоянных задачи. (Прим. 
Бертрана.) [13]. 
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а выражение 
д’ 0х , ду’ду ‚ дз’ дз 
да ЭВ Г да 9 ' да 9ь' 


—к следующему аналогичному виду: 


07’ ду 
(х°, —_ др * 


Вычтя вторую из этих величин из первой и ‚ приняв 
во внимание, что 


Х'аУ +Уах' =а(Х'’У) и Уах-+ хау’ =а(хУ)), 


мы получим в результате преобразования рассматри- 
ваемой формулы, содержащей частные производные 
по аи й, нижеследующее выражение: 


9 (7Х’-— ХТ’) у. 
да Ор’ 


аналогичные преобразования получатся, если букву а 
заменить буквами Бис и букву й— буквами ги й. 
11. Нам остается еще рассмотреть формулы, в ко- 
торые входят лишь частные производные по Й, 1, К; 
так как эти величины входят только в состав коэф. 
фициентов а, В, &,..., то только эти коэффициенты 
и становятся переменными величинами. 
Дифференциалы этих коэффициентов приводятся 
к очень простому виду, если применить аналогичные 
коэффициенты у, 7’, |” и принять во внимание услов- 
ные уравнения между этими различными коэффици- 
‚ ентами (п. 14). 
В самом деле, если положить 


аа 1,4, + 1.4» = 4, 

тАВ + т,аВ, + 124В. = 45, 
то три уравнения 

оао - в, да, я, 4а, =0, 

За -- 3, 4х, 3, 4. = 41, 

14а -- |, 4х, + {> 4. = Ат, 
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будучи умножены первое на &, второе на В и третье 
на ‘] и затем сложены, дают 
4х = Вау - у4к; 


если же их умножить соответственно на %,, В,, 1, 
и на 9, В», \. и затем сложить, то мы получим ана- 
логично 


4%, — В, у + {: а, 
оз = В» Фу + 1» м. 


Точно так же три уравнения 
о 3 - в, В, | ча» аВ, = — а{, 
343 + В, 43, - В» 43, =0, 
143 1, 43, -- 12 43. = 43 
дадут 
а3 = — 4 -- {45, 
43, = —@, ау 1, 45, 
АЗ. = — “, Чу + 1» с. 
Наконец, три уравнения 
ау -- о, 4, + & 4], = — 4, 
Вал - В, ат, + В» 41. == — 45, 
Ау + 1, 41, + 124. =0 
аналогично дадут 
фу = — от — Заб, 
у, = —“, 4" — В, 46, 
= — 9. ап — В» 45. 


72. С помощью приведенных выше формул мы 
получим 


ея: = (3х —дУ) 2% ("+7 


а снабдив величины о, В, ‘] индексом 1 или 2, мы 


д 95 
получим значения ей Ру для того чтобы получить 
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дх’ ду’ 0: . 
Эр, Эр’ Эь» Следует лишь снабдить штри- 
хом величины Х и У. То же самое будет иметь ме- 
сто и для частных производных поги КЁ, для чего 
придется лишь букву Й заменить буквами ги К. 

Если произвести указанные подстановки и при- 
нять во внимание те же условные уравнения, то выра- 
жение 

дхдх’ дуду’ 20302’ дх’дх ду’ду 02’ 0% 


—— дд — — ————_— жд 


9 908 ГЕ дд 9 д 9 9 9 д 


значения 


прооорапуетея к следующему виду: 
‚дк , 
(Хау ре У’ )— 


ани) 
7 д ° дк д 
, к дс к дс 
=(Х7'—УХ°) 9104 00% 
Аналогичные выражения мы получим, заменяя букву 
й буквами ги /. 

Так как коэффициенты ©, В, у, &’,..., являются 
функциями трех элементов Й, 1, Ё (п. 1З и 14), то 
и три величины 4у, т, 4с, введенные нами в пред- 
шествующих формулах, должны быть функциями тех 
же элементов; если в значениях этих трех величин 
подставить выражения для ©, 3,..., приведенные 
в упомянутых пунктах, то после нескольких очень 
простых преобразований мы найдем 


Лу = аЕ + с0зЕ АЙ, 

(п = — соз быте ай -— 31 А Е, 

65 = $11 Китай -+ со$3 Ё Е. 
Но эти величины служат не только для упрощения 
расчета; они очень просто представляют мгновенные 
изменения положения орбиты. В самом деле, так как 


плоскость 42/, к которой мы отнесли наклонение 1 
и долготу й узла, является произвольной, ее можно 
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в некоторое мгновение совместить с плоскостью ор- 
биты, положив ; = 0; тогда мы будем иметь; 


4 -=АЕ + ай, ак=этЁа, 45 = с03й 41. 


В этом случае А - А будет углом, образуемым боль- 
шой осью эллипса с некоторой неподвижной линией, 
следовательно, Ай + аЁ или 4) будет элементарным 
вращением большой оси орбиты в ее плоскости. 
Элементарный угол 4 является наклонением ме- 
жду двумя следующими друг за другом положениями 
приобревшей подвижность плоскости орбиты, а угол 
й является долготой узла, образуемого этими двумя 
положениями, измеренной в той же плоскости; сле- 
довательно, если эти два элемента обозначить через 
4’ и й’, то мы будем иметь 
а’ = Уатта и щи“. 
с 


Таким образом, мгновенное изменение положения 
орбиты определяется тремя элементами 4, ат, 43 со- 
вершенно независимо от какой-либо плоскости проекции. 

73. Теперь очень легко найти другие коэффициенты, 


выражаемые символами [а, й]|, [6, #],...; для этого 


, , Ха7 -—Тах 
достаточно вместо ХУ’— УХ’, т. е. вместо ——_—_—, 


подставить его значение, которое равно ДР (п. 11), или 


У <6 (п. 15), и вместо 4у, 4“, 4з—их выражения 
через Й, 1, А, приведенные в предыдущем пункте, но 
вместо элемента А мы сохраним элемент у *), выра- 
жающий угол, описываемый большой осью орбиты 


*) Следует признать, что последующее применение формул 
пункта 64 потребовало бы некоторых объяснений, так как эти 
формулы предполагают ® выраженной в функции постоянных 
эллиптического движения, а буква у не принадлежит к их 
числу. Эта буква ) не имеет собственно точного значения, 
так как она определяется лишь по своему дифференциалу. 
См. по этому поводу очень обоснованные замечания Бинэ 
(Топгпа1 ае 1’Есо!е Роу ве вмаче, вып. ХХУ Ш, т. ХУП, стр. 76). 
(Прим. Бертрана.) [1]. 
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при ее вращении в своей подвижной плоскости; это будет 
собственно движением афелия или перигелия в самой - 
плоскости орбиты. Таким образом, мы будем иметь 


=А- \ сов ай; 


следовательно, 
ВУ \совЕ ай; 
затем 
а д .. д . 
= эр = — со 11, Э:= 31 К, 
дс . ._. дс 
Э, = 311 #511, 5; = 603 К, 


все же другие частные производные будут равны 
нулю, вследствие чего мы будем иметь 


дк 05 дк 03 _ _. 

5 ар — 9 ПЕ 
Отсюда мы получим 
[а, й] =0, [а, й =0, [а, 7] =0, __ 
[6, й] = 0, [6, +] =0, [6, Хх] = —- и = 
с, #1 =0, , Й=0, [е, -=0, 
[й, #] = —И 56 510, [1,Х|=0, [1 9|-=0 


14. Эти зпачения, взятые совместно с теми, кото- 
рые мы уже нашли выше (п. 69), наконец, дадут 


93 2 Э у 

-— Ч вас, = ТИЕ 

да 2а2 Ь Е = о р @Х, 
90 г 93 и 
55 @= — эл аа, эь @&= — И 86 эт 44, 
90 


и НЕ 92, _1 8 
т @= У во зшт ай, НТИ Е 4 
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откуда вытекают нижеследующие очень простые вы- 
ражения для вариаций эллиптических элементов: 


242 92 24? д.2 
да = 9 
2 дс < да 
2уУ60д-? ‘Уд? 
4—2 592 1, а— 2789 | 
УЕ д/ УЕ 4 
1 92 . 1 о 
У ЕЬзшЕ д: У ЕЪ шт вав ^”* 


75. Мы получили бы несколько менее простые 
формулы, если бы вместо параметра 6 захотели сохра- 
нить эксцентриситет е, В этом случае, в силу соот- 
ношения 6 =а (1 — е*), мы имели бы 


ХУ’ —УХ'=Иза(1—е'), 


откуда получается 


а 
Уд ’ Г УИ! е ' 
92 дэ 93 
и величины 5. ЧЕ, 52 Е, 5 4 приняли бы следу- 
ющий Вид: 
1 — е? 
ев Ц, 
да 24? о Уз 
[0.9 еУ за 
— ЧЕ -= а, 
де И1-е / 
В. — 28 са 
23 р У У 
9, 2Уа И!- е? 


если вместо 4а подставить приведенное выше его 
выражение, то мы получим 


да? 9 а(1—е?) 99 
( =; да + т 5: 1, 
_ е? 90° 1— е?) д> 
еУ га 91 ех -06 
1 — е? д.2 
_ вУва де 


8 к. Лагранж, т. ПИ 
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Эти выражения следует взять вместо 4е, 4с, Чу пре- 
дыдущего пункта, остальные же остаются без изме 
нения. 

Таким образом, с помощью приведенных формул 
можно определить действие возмущающих сил на 
движение планеты, делая переменными те величины, 
которые при отсутствии этих сил оставались бы по- 
стоянными; но, хотя этим путем можно определить 
все неравенства, обязанные своим существованием 
возмущениям, данные нами формулы особенво полезны 
для установления тех неравенств, которые называют 
вековыми, так как эти неравенства, будучи независи- 
мы от периодов движений планет, чувствительно 
влияют на их элементы и вызывают в них изменения, 
либо возрастающие со временем, либо периодические, 
но со своими собственными периодами большой про- 
должительности. 

76. Для определения вековых возмущений необхо- 
димо лишь вместо @ подставить непериодическую 
часть этой функции, т. е. первый член разложения ® 
в ряды синусов и косинусов углов, зависящих от 
средних движений возмущаемой и возмущающих 
планет. Действительно, так как @ является только 
функцией эллиптических координат этих планет, ко- 
торые всегда — по крайней мере в том случае, когда 
эксцентриситеты и наклонения незначительны — мо- 
гут быть разложены в ряды синусов и косинусов 
углов, пропорциональных аномалиям и средним дол- 
готам, то функцию \ можно разложить в ряд подобного 
же вида, и тогда первый член, не содержащий синуса 
и косинуса, будет единственным, который может дать 
вековые уравнения. 

Обозначим через (8) этот первый член разложе- 
ния ©, который будет представлять собою функцию 
элементов а, В, с, е, Й, 1 возмущаемой планеты 
и подобных же элементов возмущающих планет; ясно, 
что элемент с, который всегда связан со временем 5, 
сюда входить не будет; следовательно, подставив (®) 
вместо 9, мы получим для вековых изменений сле- 
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дующие формулы: 


а =0, 
И1—е2д (9) 
фе == — — а 
" еИва 9) ‚ 
А — 1 9 (32) 


У ЕЪзша 9 
ас —=2°' 9 (®) и :) Е, 


Г `да 
И!1- ед (9) 
а: -— 
= вуза де а, 
1 _0(9) 
[у — == 
г У $$ зшё дь а, 
где 6=а (1 —е*). 
77. Уравнение 
4а =0 


показывает, что большая полуось, или среднее расстоя- 
ние, не подвержено какому-либо вековому возмущению, 
что представляет собою лишь частный случай общей 
теоремы, доказанной нами в пункте 23 отдела У; 
в самом деле, величина Н этого пункта тождественна 
с величиной Н пункта 3 и следующих пунктов пре- 
дыдущего отдела; поэтому ясно, что на основании 
пункта 15 мы имеем 
—_ 8 
Н = За ® 

Таким образом, к среднему расстоянию планет сле- 
дует применить те'выводы, которые мы нашли для 
живой силы любой системы (отд. У, $ 1). 

Вариация 46 вызывает изменение среднего движе- 
ния; действительно, так как и = (#— с) =. является 
средней аномалией, т. е. углом среднего движения, 
отсчитываемым от перигелия (п. 19), то эта аномалия 
подвержена возмущению, выражающемуся через 


— 55 ас, так как 4а=0; а если сюда прибавить 
8* 
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вариацию 4) места перигелия на орбите, то мы по- 


лучим 4) — И= 4с для векового возмущения сред- 


ней долготы, которое мы обозначим через @). 
Таким образом, мы имеем 


ФХ = ах — И =@= 


209) „Ут е д (9) 


= —2 — —— 1 
с да У а А+У1-—е? де 
ибо 
И 2 
1 — ее. 
у 1+ И1-— е? 


78. Когда эксцентриситет е очень мал, значения 
4е и 4х представляют то неудобство, что они имеют 
в знаменателе очень малую величину е. Но это 
неудобство легко устранить, заменяя е и ° новыми 
переменными езшу, есо$). 

Действительно, если положить 


ш=еят), п=есо5у, 


то мы будем иметь 


фт == зш у Че + есозу 4), @4п= созу 4е—езш у ау; 


следовательно, подставив значения 4е и 4), мы по- 
лучим 


—_ И1—е д (8) . ., О (%) 
Ата = + су [20087 де ЗИ бу | а, 
(9 


— И 1-е* (©) „9 (>) 
ап = т [ев + созу 57 | 46. 


Если же (®) рассматривать как функцию е, 7 
и затем как функцию т, п, то мы будем иметь 


р ИТ 
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это тождество при подстановке выражений для Ат 
и Ап дает следующие два: 


о. 55 есовх — РО езш у, 
д (=) _ 0 (%) С д (*)' 


д 
92 п яп ху 087; 


следовательно, если произвести указанные подста- 
новки в приведенных выше уравнениях, то мы полу- 
чим следующие уравнения: 


1— 20 о. 
"0 9) р И |, 
Уёа дп Иа. де 
которыми и можно заменить уравнения, дающие 4е 
и 4 (п. 75). 

Аналогичные преобразования можно произвести 


над последними уравнениями, дающими значения 
ай и (1. 


Положим 
р=зштьятй, 4=912с0$й; 
с помощью аналогичного приема мы найдем 
т. оо 
—. 20319 (9), 94 __ 6081 (3) 
У=6 04 УёЪ др 


79. Возмущающие силы, рассматриваемые в теории 
планет, происходят вследствие притяжения других 
планет, и ниже мы дадим значение @, получающееся 
из этого притяжения; но как возмущающую силу 
можно также рассматривать и сопротивление, испы- 
тываемое планетами от некоторой очень разреженной 
среды, если предположить, что они плавают в этой 
среде. В этом случае, обозначая через А сопротивле- 
ние, мы положим, как в пункте 8 отдела ПИ, 


ое аа 99 у 928 


допуская, что сопротивляющаяся среда находится 
в нцокое. 
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В результате этого в выражении для 6@ появится 
член (п. 62) 


д 
— В = _ р + уе 


Обычно сопротивление принимают пропорциональ- 


45$ 
ным квадрату скорости, которая равна ., и плот- 


ности среды, которую мы’ обозначим через Г; таким 
образом, члены в выражении 6®, обязанные своим 
происхождением сопротивлению, будут иметь следу- 
ющий вид: 


Г 4$ (4х дх + ау ду - 42 62) 
— 4? 


Чтобы вычислить величину 4х 0х Е 4уду | 4282, 
следует лишь применить формулы пунктов 67 и 70, 
принимая при этом во внимание, что символ 4 отно- 
сится ко времени &, входящему лишь в значения Х 
и У, а символ 8 должен относиться к произвольным 


постоянным а, 6,..., входящим в Хи У в коэффи- 
циенты а, В, &,,... 
Заменив в выражениях 4а, 43,... символ 4 сим- 


волом 6, мы, таким образом, будем иметь 


4х =«4Х -- ВаТ, ду=а, аХ - В, 4У, 4:=а, ах -+ В, аУ, 
4% = «6 Х -- В8У + Х (88 - 16") + У (— «87 - удс) = 

= (6Х — Убу) + В (8У + Х5У) + у (Хж + У), 
бу=а, (8Х — 7бу) - В, (5У -- Х5у) + у, (Х8т + Уё5), 


32 = а» (8Х — Убу) + В, (87 + Хбу) + у, (Хбк + Уё5). 
Отсюда, приняв во внимание условные уравнения 
между коэффициентами &, В, |, «,... (п. 14), мы 
получим 


41 61 -- 4у ву -- 4285 =аАХ8Х -- аУЗУ + (Ха —Уах)5у, 
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а если вместо Х и У подставить их значения г соз Ф, 
гп Ф (п. 13), то 


4Х $Х -- 4У ЗУ = 4гёг + г? аФЗФ, 
хау—уах = "*аФ, 
4=) ах*-+ ау? =у ат аФе. 


Таким образом, члены, которые следует прибавить 
к 6@ в связи с сопротивлением среды, будут пред- 
ставлены выражением 


ГУ 4+ гад»? (4гдг + г? аёр + г? афёу) 
— 4? 


в котором следует лишь подставить вместо ги Ф их 
выражения в функции #, данные формулами пунктов 
21, 22, принимая при этом во внимание, что символ 
относится к переменной +, а символ 8—к произ- 
вольным постоянным. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


О ДВИЖЕНИИ ТЕЛА, ПРИТЯГИВАЕМОГО К ДВУМ 
НЕПОДВИЖНЫМ ЦЕНТРАМ СИЛАМИ, ОБРАТНО 
ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМИ КВАДРАТАМ РАССТОЯНИЙ. 


80. Хотя эта задача не может иметь никакого при- 
менения в солнечной системе, в которой все центры 
притяжения находятся в движении, тем не менее 
она настолько интересна с аналитической точки зре- 
ния, что ее стоит рассмотреть в отдельности не- 
сколько подробнее. 

Предположим, что некоторое изолированное тело 
притягивается одновременно к двум неподвижным 
центрам силами, пропорциональными каким-либо 
функциям расстояний. 

Пусть, как в пункте 4, один из центров находится 
в начале координат и пусть А — его сила притяжения; 
относительно другого центра мы предположим, что 
его положение определяется координатами а, 6, с, 
параллельными х, у, 2; далее, пусть О — его сила 
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притяжения и 4— расстояние тела от этого центра, 
тогда ясно, что мы будем иметь 


4=У (2— а) + (у— 6+ (=- 0)", 
или же, подставив вместо х, у, 2 их выражения 
в функции г, Ф, ф (п. 4): 
== У г* — 21 [(а созф - 6 з1п $) с05ф Е с $] + #№, 
где й = И@+ 6? -| с° есть расстояние между обоими 
центрами. 


Ясно, что значение величины 7 останется тем же, 
что и в задаче главы [, но значение У увеличится 


на член \ (044, а так как О является функцией (4, 
а (— функцией г, ©, Фф, то этот член даст в выраже- 


и в а ‘04 
эф, 5 ’ г члены Чт, 5 . 


д 
05. ‚ которые, стало быть, придется соответственно 
Г 


ниях производных 


прибавить к левым частям дифференциальных урав- 
нений упомянутого пункта. 

Таким образом, для движения тела, притягивае- 
мого к двум центрам силами Л и О, мы будем иметь 
следующие три уравнения: 


42  г(с03?Ф4+ 4$?) 


ИНО (1) 
4 (г? 4+) / тг?зшпф соз фа: 
ав Та ^- +05 (2) 
4 (г? с03? + 4$) —_ 
а о Но (3) 


Если бы в то же время тело испытывало притяже- 
ние со стороны других центров, то в эти уравне- 
ния следовало бы лишь ввести аналогичные члены для 
каждого из этих центров. 

Уравнение 7 -- У =Я дает нижеследующее, четвер- 
тое уравнение, которое является интегралом преды- 


дущих: 


2 21422 4 442) + ат? 
боев ЕР) Нам + \ Аа" -+ \ 0 44=2Н; 
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в самом деле, очевидно, что три приведенных выше 
уравнения, будучи умножены соответственно на ДГ, 
4фФ, 4Ф и сложены, дают интегрируемое уравнение, 
интегралом которого является приведенное выше 
уравнение. 

Из этого уравнения получается 

г? (с03? ф 4$? + а") . 

а =4АН—2\ В 4—2 \044— Е 
если это выражение подставить в первое уравнение, 
умноженное на г, то оно принимает следующий вид: 


т + В+ 2 \ В ат 9 5+2 \ 044=4АН. 
Но так как 

4 — г? -- #* — 2х [(а созэ + 651 <) с08 ф | сз 4], 
то если изменять г, получается 


да 
Ч г 


=и— (а со5Ф -- 631 $) с08ф — с 1 ф = 
_пы-а _ пам 


—М—жы——_— —- 


Эт 2" ) 


следовательно, подставив это выражение -_, мы, на- 


конец, получим 


‘42 (г) г? 42 — 2 
ОР + Вл г+2 \ Ва» п +2 \94а=4н. 


Это уравнение обладает тем преимуществом, что 
содержит лишь две переменные величины г и 0; 
в То же время оно указывает, что должно существо- 
вать аналогичное уравнение межлу 4 и г, которое 
получится, если просто поменять местами ги (4, а равно 
В и 0; ведь безразлично, отнести ли движение тела 
к одному или другому из двух неподвижных центров, 
и ясно, что если его отнести к центру силы 0, то 
в результате анализа, аналогичного изложенному 
выше, мы найдем 


4? (‹ 2 — 1? 
+ 9+2 \ Оба н ПТ -"2 \ ваг-=4Н; 
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таким образом, с помощью этих двух уравнений 
можно прямо определить оба радиуса г и (4. 

Теперь отмечу, что, нисколько не нарушая общ- 
ности, можно допустить, что координаты а и 6 центра 
силы (0 равны нулю, а это означает, что ось коор- 
динат 2 мы помещаем на линии, соединяющей оба 
центра. При таком допущении мы имеем с=й, и 
величина 4 становится равной 


И г — 2итзшь №; 


в этом выражении уже не содержится $3; поэтому мы 
имеем 


94 _ 
Следовательно, третье дифференциальное уравнение 
сводится к 
4 (г? с0$2 ф 4$) _ 
4? — 


интегралом которого является 
Г? с052 4 (4? 

‚те со5 94; — ВБ, 

ДЕ 

где В — произвольная постоянная, отсюда получается 


а} _ _ В 
4 126052 ф` 


0, 


Но мы имеем 

. гай? — (12 

вто 7И, 

2йг 
стало быть, 
У 412? — (Е — 4. 
Аг ) 

следовательно, если подставить это значение, то мы 
получим 


с08Ф = 


4 __ & ВР? 

р 4А2т? — (г? ++ 12 — 42)? ? 
таким образом, зная выражения гид в функции &, 
мы будем также иметь и выражение © в функции {. 


| 
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._. 4? 
Так как зшфи хх уже заданы в функции г и 4, 


то ясно, что четвертое уравнение можно привести 
К такому виду, чтобы оно содержало лишь ги (а, и 
тогда, в силу существования произвольной постоян- 
ной ВБ, оно необходимо будет полным интегралом 
двух приведенных выше уравнений для г и 4. Дей- 
ствительно, мы имеем 

2 а = МФ №) ат аа. 

Ф — 4 рт? — (г? - 12 — 4?) } 

если сюда прибавить 47° и произвести соответствую- 
щее преобразование, то получим 


о 79 ау 9278 а? -- г24? 44? — (г? + 4? — 1?) га аг а4 
а а 1 а 
Далее, мы имеем 
г? 052 ф 4$? _ & В? | 
а 42? — (2-12 — 42)? , 


следовательно, если произвести эти подстановки 
в четвертом уравнении и освободиться от знамена- 
теля, то мы получим следующий интеграл: 


5 427? ат? -{ г? д? 44? — (г? - 4? — #2) гд аг 49 
ае 


и — (+4 (| В 4" -- \ 044—2Н \=0.(а) 


++ 28°? 


Теперь из вида этого уравнения легко усмотреть, 
что оно получается из двух уравнений между ги 4, 
умножением соответственно на 


ра (т) — (т +е—)а (4°), 21° а (4*)— (т — №) а (т), 


сложением и затем интегрированием; однако было 
бы довольно трудно найти этот интеграл а ри1огЕ. 

81. Для того чтобы довести решение до конца, 
следует найти еще другой интеграл этих же уравне- 
ний, но это можно осуществить лишь для частных 
видов А и 0. 
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Если допустить, как это и имеет место в при- 
роде, что 


В=—, 9=-, 


то мы найдем, что эти уравнения, будучи умножены 
одно — на 4 (4°), а другое —на 4(т”), дают интегриру- 
емую сумму, имеющую своим интегралом 

4 (г?) 4 (4?) а (Зг? + 4? — 1?) В (342 + г? — #2) _ 


—=—=——ыПы д —Ы—————_одододд—ы—-ы — 


Ч 
—=4Н (г* + 4) +2С, (Ъ) 


где С — новая произвольная постоянная. 

Если это уравнение умножить на г’ 9’ —# 
и прибавить к найденному выше интегралу (а), то 
на основе приведенного выше допущения получится 
уравнение следующего вида: 


8 [4 (г?) + г? [4 (47)]2 2 2 2 
4? [ мы г [4 (4*)] — Зал (За? т? — р) — 


4 
— 289 (37° +9 -—#)= 
=2Н (т*- 49° - 67?" — №“) + 2С (7 + 4° — №) — 2В1?. (с) 
То же уравнение, будучи умножено на 2 и затем 


прибавлено или вычтено из первого, даст следующее 
двойное уравнение: 


Е фа 


441? 
— Ва -Е г) — № (а г] = 
—=Н (г 9)“ — #] ЕС (= 4)“ — (ВС), (9) 
так что, положив Гг--0=$, Г—4=и, мы получим 
следующие два уравнения: 
2 — 1?)2 45? 
ии аи (а з= 
= Н (3*— 14) + С5°— (В*- С) 1, 
2 — 14?)? Ди? 
9 ры —— («Ви (&—В) и= 
—= Н (и* — 14) + Си — (В* + С), 


| 
| 
› (©) 
| 
) 
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откуда вытекает следующее уравнение с разделенными 
переменными: 


45 
У Я -+(4- В) 53+ 05° (4 рз-— НА*- (В*-+С) № 
— и —_, (Е) 
ИУ Нм (4 р из би — № (4 -Ви- Н№- (В+ С) № 
и затем 
4 — 52 45 —_ 
ВУ НА + а -Ь $ + 05? — № (а р) з— НВ -— (В*+ С) 1? 
2) 
У Ни + («= Б) из Си? — №2 (4 - Би- Н№ -— (В+ С) № 
Если те же подстановки применить в найденном выше 
выражении для < ‚ то мы получим 
4 _ & ВР? __ ВВ ( И ) 
а (9—1) (р) Я -№  шм-,’ 
а подставив значение ДЕ: 
4 = 
__ ВА? 4$ 
(52 — 12) У На + (4-Е) 584 (5 — №2 (4-5) 5— НА4—(В2+С) №? 
Ви?аи 


РУНА —ви би (а ри— НА (ВС) №2. 
(в) 
Если бы каждый из этих дифференциалов можно 


было проинтегрировать, то мы получили бы сначала 
уравнение между $ ии, а затем нашли бы Ёё иф в функ- 
ции $ и и; следовательно, мы получили бы 4, а отсюда Ё{ 
и > в функции г; а так как 


г? -|- 12 — 02 


119 — Аг } 


то мы получили бы и% в функции г. Но эти дифферен- 
циалы относятся к случаю спрямления конических 
сечений [*°], поэтому их можно проинтегрировать лишь 
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приближенно, причем наилучшим для этого методом 
мне представляется. тот, который я дал в другом 
месте *) для интегрирования всех дифференциальных 
уравнений, содержащих квадратный корень, в кото- 
ром под знаком корня находится полином четвертой 
степени. 

В 


Я 
82. Если бы помимо двух сил = и т › притя- 


гивающих тело к двум неподвижным центрам, суще- 
ствовала еще третья сила, пропорциональная рассто- 
янию, которая притягивала бы тело к точке, лежа- 
щей в средине линии, соединяющей оба центра, то, 
очевидно, эту силу можно было бы разложить на две 
силы, направленные к тем же точкам и точно так же 
пропорциональные расстояниям. Следовательно, в этом 
случае мы имели бы 


В= +2, = +2 


и нашли бы, что интеграл (Ъ) имеет место и в дан- 
ном случае, но только к левой части его пришлось 
бы прибавить выражение 


2 3 2 2 2 
тени +е 


затем к левой части уравнения (с) пришлось бы при- 
бавить выражение 


ие На 1577? (7 9) — № (74 а“ 674") 


и, следовательно, к левой части уравнения (4) — вы- 
ражение 


т", 
так что ПОЛИНОМЫ ОотТНнОоСИТельно $5 И И ПОД знаком 


*) См. четвертый том старых Мётотез 4е Тит °®). 
(Прим. Лагранжа.) 
в) Оецугез 4е [асгапсе, т. Ш, етр. 253. (Прим. Дарбу.) 
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корня в уравнениях (е), ({), (#7) пришлось бы лишь 
соответственно увеличить на члены 


—_ й (58 — 0254) и — - (18 — 12и^), 


что едва ли усложнило бы решение. 

83. Хотя вообще найденное уравнение (Г) между 
5 ии невозможно проинтегрировать и, следовательно, 
невозможно получить определенную зависимость между 
обеими этими переменными, тем не менее можно 
получить два частных интеграла: 5 = 0186. и и:= с0108%. 

Действительно, если это уравнение в общем слу- 
чае представить в следующем виде: 


45 _ 4и 
==, 
У5 УПО 
то ясно, что оно будет иметь место и в случае, если 
положить 4$ или Чи равными нулю, если только 


одновременно и знаменатели |5 или УП будут 
нулями того же порядка. 

Для того чтобы определить условия, необходимые 
в этом случае, положим 


$=Ё- о, 


где { — некоторая постоянная величина, а ® — величина 
бесконечно малая, и обозначим через Ё выражение, 
какое получает 5, когда вместо $ мы берем {; тогда 


45 
член УЯ принимает вид 


— ао 


а 4? 

И}. 
| 2? 

следовательно, для того чтобы числитель и знаме- 

натель были одного порядка относительно о, необхо- 

димо, чтобы соблюдались условия 


аЕ_ |. 
Е =0 И 32 =0; 
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а так как ® — величина бесконечно малая, то рас- 
сматриваемый интеграл сведется к 


4 | 
42Е ° 
241? 


интегралом этого Я является 


—= тк 08 1 К’ 


24? 


где А — некоторая произвольная постоянная. Следова- 
тельно, если положить ® =0 и одновременно также 


° а) 
принять = 0, то значение |02— станет неопределен- 
р р 


ным, и уравнение всегда сможет существовать, каково 
бы ни было то значение, которое может принять 


.. [917 
другой член \ УГ: Но нам известно, и это само 


по себе очевидно, что 


Е=0 и —=0 


представляют собою условия, при которых { становится 
двойным корнем уравнения Р=0. Отсюда*) вообще 
следует, что если полином © имеет один или несколько 
двойных корней, то каждый из этих корней дает 
особое значение $; сказанное в равной мере относится 
и к полиному 0. 

Теперь ясно, что уравнение $ ={ или г 4 ={ пред- 
ставляет эллипс, оба фокуса которого находятся в непо- 
движных центрах и большая ось которого равна 1. 


*) В своей работе, представленной в Еаси{ё 4ез Баепсез 
4е Раг1з, Серрэ указал, что приведенное выше доказательство 
является недостаточно точным. Действительно, пПредстав- 
ляется бесспорным, что необходимо произвести некоторые ис- 
следования для того, чтобы это доказательство стало совершен- 
но удовлетворительным (см. особую статью в конце настоящего 
тома). (Прим. Бертрана.) 
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Точно так же уравнение и=е или г—0=° 
выражает гиперболу, фокусы которой находятся в тех 
же центрах и действительная ось которой равна ©. 
Таким образом, частные решения, о которых мы 
выше говорили, дают эллипсы или гиперболы, опи- 


ы В 
санные вокруг центров сил „„, „5, взятых в каче- 


стве фокусов. А так как полиномы 5 и 0 содержат 
три произвольные постоянные А, ВБ, С, зависящие 
от начальных направления и скорости тела, то ясно, 
что эти элементы всегда можно взять такими, что 
тело вокруг данных фокусов опишет заданный эллипс 
или гиперболу. Таким образом, то же самое кони- 
ческое сечение, которое может быть описано под вли- 
янием одной силы, направленной к некоторому фокусу 
и обратно пропорциональной квадрату расстояния, 
или однои силы, направленной к центру и пропор- 
циональной расстоянию, может быть также описано 
под влиянием трех аналогичных сил, направленных 
к двум фокусам и к центру, что весьма замечательно*). 

84. Если бы существовал лишь один центр, 


& 
к которому тело притягивалось бы силой -;, то мы 


имели бы случай эллиптической орбиты, рассемот- 
ренный нами в главе Т. В этом случае мы имели бы 
3 =0, у=0 и оба лолинома 5 и И стали бы подоб- 
ными и притом не выше четвертой степени; урав- 
нения ({), (5), (В) пункта 81 можно было бы тогда 
проинтегрировать с помощью известных методов, 
и движение тела определилось бы с помощью формул, 
содержащих $ и и, т. е. с помощью расстояний от 
обоих центров, из которых один, а именно тот, при- 
тяжение которого равно нулю, мог бы быть поме- 
щен в любом месте; таким образом, приведенные фор- 
мулы служили бы лишь чистой любознательности; 


*) Оссиан Боннэ (Озап Воппей) дал (Тоигпа! де ГлочуЩе, 
т. [Х, стр. 105) очень простое объяснение этого факта, под- 
дающееся интересному обобщению (см. статью в конце насто- 
ящего тома). (Прим. Бертрана.) 


9 Я. Лагранж, т. ПИ 
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существует, однако, один случай, когда эти форму- 
лы упрощаются и приводят к интересному выводу, 
а именно случай, когда на периметре эллипса поме- 
щен центр, притяжение которого равно нулю. 

Для того чтобы получить этот случай, определим 
постоянные В и С таким образом, чтобы радиус 4 
был равен нулю, а другой радиус г был равен Й, 
т. е. расстоянию между обоими центрами; следова- 
тельно, необходимо, чтобы переменные $=7-14 
и и=г—4 одновременно стали равны й. Уравнения 
(е) пункта 81 очень подходят для этого определения. 

Если положить з=и=:й, то первое из этих урав- 
нений дает 


ВИ? = 0; 
далее, если разность этих уравнений разделить на 


$—и и положить з=и=й, то, в силу В=0, мы по- 
лучим 


— Зай? -- 4? = &Н 18 + 2СЙ, 
откуда следует 
С= —ай —2НЙ. 

При подстановке этих значений полином 

Н* + 53 + (5? — ай? — НИ“ — В"? — СА? 
переходит в 

Н (5* — 2571? + 1“) + а ($8 — $1 — 81° - #°), 
что можно привести к следующему виду: 

Н (5-1): (8 а) (8—1); 

то же самое относится и к полиному относительно и. 


Но, согласно пункту 15, мы в данном случае 
имеем 
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где а— большая полуось эллипса, поэтому уравне- 
ния (Г) и (5) принимают следующий вид: 


К, ОИС: 
@-ВИ &6+0- 6+1) Ф-НИ ит ить 
Ч — 52 45 
46-ЮИ =6+0- очи 
_ и? аи 


? 


(и 1) И :м+ю- ии 


если из последнего уравнения вычесть первое, умно- 
женное на й*, и затем числитель и знаменатель раз- 
делить соответственно наз —йиир—йЙ, то мы получим 


Я ($ +1) 45 (и №) аи 
и ис,‘ 
УБИ э-+ь-6 4 У: Иан - + 


Это выражение обладает тем преимуществом, что 
оно не содержит какого-либо иного элемента, кроме 
большой оси 24. 

85. Если положить 


и взять интеграл таким образом, чтобы его нижний 
предел соответствовал какому-либо заданному значе- 
нию р, и затем вместо $ и и подставить их значения р -|- 4. 
рЫ— 4, то в результате интегрирования получится 


= +РрРЕ-— Ир 9), 


откуда мы видим, что при 4=0 1=0, каким бы 
образом мы ни взяли этот интеграл. 

Так как р является радиусом-вектором, исходящим 
из фокуса, а— радиусом, исходящим из другого 
центра, находящегося в некоторой точке эллипса и 

9% 


132 ДИНАМИКА 


отстоящего от фокуса на расстоянии й, то ясно, что 
йир представляют собою два радиуса-вектора и что 
4 является хордой дуги, содержащейся между этими 
двумя радиусами; следовательно, приведенное выше 
значение { представляет собою время, затрачиваемое 
движущимся телом на прохождение этой дуги по 
эллипсу; таким образом, это время определяется 
с помощью суммы радиусов-векторов й-- р, хорды 4 
и большой оси 24а. | 

Интеграл, обозначенный нами через ]}(2), зависит 
от дуг круга или от логарифмов в зависимости от того, 
является ли а положительным или отрицательным; 
но в том случае, когда ось 24а очень велика, эта 
функция приводится к быстро сходящемуся ряду; 
тогда мы имеем 


— 2 в 2512 357/? 
а Гат т. 


Первый член дает выражение для времени при 
параболической орбите, и мы имеем 


4 У = (®-+р+9* — 3 (+р- 9), 


что совпадает с выражением, найденным нами в пункте 
25. Остальная часть ряда дает разность времен, затра- 
чиваемых, с одной стороны, на прохождение дуги 
параболы, а с другой, — на прохождение дуги эллипса 
или гиперболы, имеющих ту же хорду ии ту же 
сумму $ радиусов-векторов. 

Это изящное свойство движения по коническим 
сечениям было открыто Ламбертом*), который дал 
‚ остроумное доказательство его в своей работе, озаглав- 
ленной «тяшет1отез огрЦае сотефагит ргортебафез». 
См. также Мбтотез 4е Г’Асадбийе 4е ВегПп за 
1778 г. **). 


*) См. выноску на стр. 42. 

**) Оепугез де азгапее, т. ГУ, стр. 559. Мемуар, на который 
указывает Лагранж, озаглавлен «Зиг ипе тап1ёге рагИсиИ6те 
4’ехрг!тег ]е 1етрз Чапз 1е5 зесМопз соп1аиез а6сгИез рат 
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Решенная нами выше задача была впервые раз- 
решена Эйлером для случая, когда имеется лишь 
два неподвижных центра, притягивающих тело 
обратно пропорционально квадратам расстояний, и 
когда тело движется в плоскости, проходящей через 
оба центра (Мёто!тез 4е Веги за 1760 г.); его ре- 
шение особенно интересно благодаря искусству, 
с каким он сумел применить различные подстановки 
для того, чтобы привести к первому порядку и к 
квадратурам дифференциальные уравнения, которые, 
в силу своей сложности, не поддавались разрешению 
с помощью всех других известных методов. 

Придав этим уравнениям иной вид, я прямо при- 
шел к тем же результатам, причем я их смог даже 
распространить на тот случай, когда кривая не лежит 
в той же плоскости и когда, сверх того, имеется 
сила, пропорциональная расстоянию, направленная 
к неподвижному центру, лежащему посредине между 
двумя другими центрами. См. четвертый том старых 
Мёто]тез 4е Таг!п *), откуда заимствован приведенный 
выше анализ и где можно также найти исследование 
того случая, когда один из центров удаляется в беско- 
нечность, так что сила, направленная к этому центру, 
становится равномерной и действует по параллель- 
ным линиям. Интересно отметить, что в этом случае 
решение едва ли значительно упрощается; но только 
радикалы, образующие знаменатели отделенных урав- 
нений, вместо четвертых степеней переменных содер- 
жат лишь их третьи степени, что точно так же 
ставит их интегрирование в связь в выпрямлением 
конических сечений. 


4ез Гогсез фепдап(ез ап {оуег её гес1ргодиетепё ргорогМоппеез 
аих саггбз 4ез 415(апсез». Лагранж излагает здесь различные 
приемы доказательства этой теоремы, примененные Эйлером 
и Ламбертом. (Прим. Дарбу.) 

*) Оецугез 4е Гасгаисе, $. И, р. 67. Этот мемуар озаглав- 
лен «ВесБегсВез зиг ]е шопуетеп® 4’ип согрз 41 езё а(1г6 
раг деих сепитгез 1хез». (Прим. Дарбу.) 
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


0 ДВИЖЕНИИ ДВУХ ИЛИ НЕСКОЛЬКИХ СВОБОДНЫХ 
ТЕЛ, ТЯГОТЕЮЩИХ ДРУГ К ДРУГУ, И 0 ДВИЖЕНИИ 
ПЛАНЕТ ВОКРУГ СОЛНЦА И 0 ВЕКОВЫХ 
ИЗМЕНЕНИЯХ ИХ ЭЛЕМЕНТОВ. 


86. Когда несколько тел взаимно притягиваются 
силами, которые пропорциональны массам и явля- 
ются функциями расстояний, то для их движений 
мы имеем общие уравнения пунктов 1 и 2, причем 
самые тела мы принимаем за центры притяжения. 

Пусть т, т’, т’,... — массы тел, а х, у, 2, 5’, У’, 2’, 
д”, у", 2",... —их прямоугольные координаты, отне- 
сенные к неподвижным в пространстве осям; тогда, 
как в пункте 1, величина Г определится формулой 


—_ 45? -- ау? + 4? ‚ 4х'2 -- ау’? -- 45"? 
Т=т за? т 24? 
д”? -- ду"? + 42”? 
и ОИ ИИ ИОН 
тт 24:2 
Пустьр”, р”, 5””’,... — расстояния тел п’, т”, т’ 
от тела т и А’, НР", В", .. — те функции этих рас- 


стояний, которым пропорциональны притяжения между 
этими телами. 
# 7! 


Пусть, далее, р’, р’ ,... — расстояния тел т’,т’”',... 
от тела т’и А,.В,',...-— функции этих расстояний, 


пропорциональные притяжениям. 


79? 
Пусть точно так же р. ру,. .. — расстояния тел 
тт 


т’”', ТУ,... от тела т’ и В’, В ... — функции 
этих расстояний, пропорциональные притяжениям. 
и так далее. 

Тогда мы имеем 


и=У (2+2 


р (2” — 2) (у"— 9) + (2—2), 
УЕ УЕ =), 


р’ = Ув’ -уу+е”- (27 — 2/1, 
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и величина У (п. 2) равна 


Е т (т \ В’ т" \ Ва” т” \ В’, .. + 
+т’ (т \ Кайт” \ Виа... )+ 


т" (т”’\ Н/а»,-.. .) + 
+.... .. 


Каковы бы, однако, ни были независимые коор- 
динаты, которые нам заблагорассудилось избрать, мы 
всегда имеем по отношению к каждой из них, напри- 
мер &, уравнение канонического вида 

ЧТ =0. 

6 5 06 
Так как в рассматриваемой нами системе не имеется 
какой бы то ни было неподвижной точки, мы можем 
избрать начало координат где угодно, и, как мы 
видели в отделе Ш, в данном случае всегда имеется 
три конечных интеграла движения центра тяжести, 
равно как три первых интеграла площадей и, ваконец, 
интеграл живых сил Т+И=НА. 

Указанным путем определяется абсолютное движе- 
ние тел в пространстве; но так как решение данной 
задачи важно лишь по отношению к планетам и так 
как в данном случае астрономию интересуют лишь 
движения планет по отношению к Солнцу, рассма- 
триваемому как неподвижное тело, нам остается только 
посмотреть, каким образом общее уравнение абсолют- 
ных движений тел системы может быть применено 
к относительным движениям. 


$ Г. Общие уравнения для относительного движения 
взаимно притягивающихея тел. 


87. Предположим, что требуется определить отно- 
сительные движения тел т’, т’,... по отношению 
к телу т; обозначим через ®, т’, © прямоугольные 
координаты тела т’ по отношению к телу т, приняв 
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это последнее за начало координат; пусть точно так же 
5”, 1’, (’— прямоугольные координаты тела т” по 


зу 
отношению к тому же телу т и так далее; вопрос 
сводится к тому, чтобы найти общую формулу, со- 
держащую лишь эти координаты. 

Прежде всего ясно, что мы имеем 


т’=Ж-”, у’ —=у-т’, 2’ = С’, 
"=, У -Утт, Иа, 


НИТ 


р" ту : + (1—9) +” -, 


ИИ’ 


и величина Г принимает следующий вид: 


__ , у 45? + ау? + 42? 


4х (т’4Е’ + т’4=” +...) + ау(т'41’ + т"”ат + ...) 
+ 


43 (п’а5’ + т’а5”+...) 
ия 


, 4’? -- 41’? + 45”? р Е”? + 4”? -- 45”? 
ан тн... 


Так как после указанных подстановок переменные 
х, у, 2 уже не входят в выражение величины У и так 
как эти переменные вовсе не входят в конечном виде 
в выражение Г, то по отношению к этим переменным 
мы имеем следующие уравнения: 


а СТ 
= 0, аз: = = 0, Ч: =0, 
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откуда получается 
6Т 6Т 6Т 
— — %, —_ В — = ий 
бах 642 
где «, В, 1 являются произвольными постоянными. 
Таким образом, мы имеем ри уравнения 


, ах 4=” 

(т т т...) д +т’ ВИ +... =%, 
, " а ‚ @] Г 

(тт т” + миа ае+т т... В, 
/ и а „ 45” 

(т т’ т +...) -т т +... =1. 


Если теперь в приведенном выше выражении 7 под- 


4х ау 42 
. о И ` 
ставить вместо ' а ' ит х выражения, полученные 


изэтих уравнений, и для сокращения письма положить 
Х =тшг’ + т” т’ #7’ + ..., 
У=т’”’ т’ тт" +. 
7 — т’”’ + т"! + т’' + 

— э © .) 

М=т- т’ тет’ + ... 

то мы получим 

тор 4-4? а 


2.И 2 а + 
‚ а’? + ат’? + 4=”? „ =”? + ат"? + 45" 
-т 2аР т 2аг 
88. Так как переменные ©’, т’, %,, #,... друг от 


друга не зависят, а величина Г не содержит этих пере- 
менных в конечном виде, то по отношению к каждой 
из них мы тотчас же получаем следующие уравнения: 


42’ 4х ду _ „ (42Е”  @42Х _ 
— уно т ат мае) + - 0, ..., 


а? Мат 
421’ 4% 421” @У\ 97 
а? май/Т9дур =0, т’ а? Май) Год =0, ...., 


‚а: 47 ор ‚ (45 @8 1 9Р | 
т а 27 о т тг — мая +5 =0 ›’”” 
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Если сложить первые уравнения, относящиеся 


к переменным ©’, 5",..., то мы получим 
т 4Х 
М 4 +97. дЕ’ Г + 5» +. = 0, 
что дает 
42Х 
4? =. т (= +2 ыы о. ..); 


точно так же путем сложения вторых уравнений 
и путем сложения третьих уравнений получим 


42У М 
а — _ 77 и +. ..), 
4:2 м 
РТ о. р 9 + ...): 


эти выражения следует подставить в предшествующие 
уравнения. 

Таким образом, мы получим для движения тела т’ 
вокруг т три уравнения: 


‚ 426’ 97 ‚ бУ 
4? Не" бе + де +... )=0, 
‚ 421 т ОУ —_ 
пои (75+ ...)=0, 
‚ 425 97, о. 
т Ч? += + т (95 -- д т ‚= 0; 
подобные же уравнения мы получим для движения 
тел т’, т’”’,... вокруг тела т, заменяя лишь вели- 


чины, снабженные двумя штрихами, тремя и т. д. 

Теперь, следовательно остается лишь подставить 
величину У и взять частные производные по раз- 
личным переменным; но эта подстановка может быть 
упрощена с помощью нижеследующего рассуждения. 

89. Обозначим через (И сумму всех членов вели- 
чины У, содержащих расстояния ,, р,’ ..., би, ..., 
и примем во внимание, что выражения этих рассто- 
яний имеют такой вид, что они остаются без изме- 
нения, если входящие в них координаты #’, $", Е” 
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увеличить на одну и ту же величину; отсюда следует, 
что если эти же координаты изменить на одну и ту же 
бесконечно малую величину, то изменение ( будет 
равно нулю, что о дает, нам уравнение 


д=’ Ч +2 ОЕ” Г + пер = . .. = 0. 
Тем же путем, — ибо указанное свойство присуще 
И поорринатам 71’, 1", 1”’,..., а также координатам 
С, (7, (”,....—мы найдем 
"957 90 90 
Эт К 9" Га” Е ... =0, 
90 90 90 
9 Ра Нат” +... 0. 
Так как 


У=т (т \ В’а’ т \ В"а»" + ...)+ О, 


причем р’ содержит лишь &', 1’, ’‚,р”’ содержит лишь 
2", 1’, (’ и так далее, то первое уравнение в ре- 
зультате этих подстановок после разделения его на т” 
примет следующий р 

90 
т + (т + т’ ) В’ 9 де’ т’ В" ... + 


те” 


Нов 0 входят лишь члены, ‚содержащие р "о р” 


зависящие от переменных 5", 1’, (' (п. 86); поэтому. вы- 
ражение для 0 можно привести к следующему виду: 


П=т’ (т \я:4е; --т’” \ И’’ар,’ + .. .); 


д 
если к подставить в предыдущее уравнение, то по- 
ео примет ти ВИД: 
” # до, / 777 до’ ’’ 
“= (тт) ПД’ 5 т А, х + т’’’А, 9’ -- 
‚+ т”В" 98 Е Я ВЕ" о. ... = 0; 
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аналогичным путем мы получим 


/ ” „д р 777 ‚,‚ д / 
ИЕ (т-т’) В’ 5 тут т’’’В, т +... 
. - т’А" 5 -- т’ В’” т + ... =0, 
425’ , , до’ р" до, РРР ТР! до,”’ 
а + т- т” 9-' т В, = тт р’ 07’ - 
#7! ’ д 
‚т -т ' В” р -. —=0. 


90. Эти уравнения можно преобразовать к общему 
виду, имеющему то преимущество, что он может быть 
применен в равной мере к любым координатам. 

сли умножить первое уравнение на 8:’, второе 
на 61’, третье на 0’ и затем их сложить, то мы 
сначала получим дифференциальную часть 


42’ +, а 425’ ни’ 
Ч? 0 - ан °1 "ая 4? >, 


которая после преобразования координат &, т’, <’ 
в другие независимые координаты &, %, ф даст для 


членов, умножающихся на 65, следующую формулу 
(отд. ЛУ, п. 7: 
61’ оГ’\, 
Ча =) 


4’? -- 44’? 45"? 
244? 


если положить 
Г’ == 


Что касается членов, содержащих силы ДА’, В”, ...,— 
то легко видеть, что если символ 8 заменить симво- 
лом 4, то все члены станут интегрируемыми по 
отношению к переменным &', 1’, ’. Интеграл содержит 
прежде всего члены 


(т--т’) \ В’ т" \ вау -+т/” \ Ва... 
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Затем он содержит члены 
’ д ТУР 
(тв та + т’’’Р"”' 2" + .. .): + 
до” 7 ›,›› д р’”” у : 
т’ В" бт” В... 
+ (т 5 + > т 
- (т > т’ В” 9 дет + .. ‚у. 


Но мы имеем 
ие И Е 
дЕ” = о” ) 91” — о” ) 95" `— 0” ’ 
а так как 
р -— (" __ Эд ие (1” __ 7.) ии (-" __ =’), 


то мы имеем 


96” "’ __ р’2- 072 — ру2 . 


5 -- Бет -- 95" з = 20” , 
раввым м 
д ГУ? #7 "2 7772 |. и’. 
о" +. тя 1. +7 Бет С’ аб ) 


такой же вид принимают и другие аналогичные вы- 
ражения. Следовательно, если через У’ обозначить 
полный интеграл, то мы будем иметь 


И’ = (т + т’) \ В’ а’ т" \ В" а т’ \ пиар ... 


риа — р 
20” 


777 о 


о гро 
т... 


ы -- т’ В’ 2р'’’’ 


Таким образом, после преобразования координат 
67’ 
члены, умножающиеся на 0:, сведутся к Е 86° а так 


как, согласно допущению, новые координаты ©, $, © 
независимы, то каждая из них, например &, даст 
уравнение вида 
6Т’ ОГ’, 97’ 
Е 6 ГЕ 
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91. Если имеется лишь два тела т и т’, то вы- 
ражение для У’ принимает следующий вид: 


Гао 


У’ тт’) \ В’ 4’. 


Таким образом, в данном случае Т’и У’ тожде- 
ственны со значениями этих величин для одного 
тела, тяготеющего к неподвижному центру с силой 
(т + т’) В’, пропорциональной некоторой функции 
расстояния р’ (п. 4). Стало быть, относительное дви- 
жение тела т’ вокруг тела т тождественно с тем 
движением, какое получилось бы, если бы второе 
тело было неподвижно и притягивающая масса была 
равна сумме обеих масс; это известно уже со вре- 
мени Ньютона. 

В том случае, когда масса т тела, вокруг кото- 
рого, как мы считаем, движутся остальные тела, на- 
много превышает сумму масс т’, т’,..., что соот- 
ветствует случаю Солнца по отношению к планетам, 
то мы имеем приближенно 


У’ = (тт) | В’ 4%. 


Следовательно, в этом случае движение тела т’ во- 
круг тела т почти совпадает с тем движением, какое 
получилось бы, если бы последнее тело было непо- 
движно и в нем была бы сосредоточена сумма масс 
т т’; если прочие силы т”А”, т’А”, ... рассматри- 
вать как возмущающие силы, можно для определения 
действия этих сил применить теорию вариации про- 
извольных постоянных; таким образом, дело сводится 
к тому, чтобы в соответствии с пунктом 9 отдела У 
взять функцию — ® равной сумме всех остальных чле- 
нов приведенного выше выражения для У’. Снабдив 
букву © знаком ’, дабы показать, что она относится 
к планете т’, положим 
9’ = —т’ \ В, 4а,—т” \ В,’ 4 — ... — 

Я В я СС ны 1 


207 26’’’ - ео) 
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и тогда с помощью обеих формул пункта 14 того же 
отдела мы получим вариации элементов движения 
тела т’ вокруг тела т, рассматриваемого как непод- 
вижное тело. 


$ П. 0бщие формулы для вековых возмущений 
элементов планетных орбит вокруг Солнца. 


92. Для того чтобы применить указанные формулы 
к движению планет вокруг Солнца, следует массу т 
приравнять массе Солнца, массу т’ — массе планеты, 
возмущения которой мы определяем, и массы т’, 


777 


т’’’,...— массам возмущающих планет и положить 


1. 1 . 
б’2 72а" *? Я, = в»... 

! 
Затем в выражение функции Я®’ следует вместо коор- 
динат 5’, 1’, (,, #", ч”,... различных тел, движу- 
щихся вокруг т, подставить их выражения в функ- 
ции { соответственно тем формулам, которые были 
нами даны в главе 1 для координат х, у, 2, поло- 
жив в них 


в =т-- т’ 
или просто 5’ для того, чтобы отнести эту букву 
к телу т’, и тогда на основании пункта 69 и сле- 
дующих мы получим вариации шести элементов пла- 
‘нетной орбиты вокруг Солнца. 

Мы ограничимся здесь лишь отысканием вековых 
возмущений этих элементов, которые являются наи- 
более важными и которые зависят лишь от первого, 
постоянного члена разложения ®. 

Выражение 2’ примет следующий вид: 


/ и о’ р”? — 0’, 
< и (-=— 2” ит") 


| 977 7, 
| т я 26’”7з ) | 
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93. Начнем с разложения величины 
" я ’\2 7\2 Г ’\?. 
и=И (И — (фт); 
сначала подставим в ней вместо & 7, С выражения 
для д, у, 2 пункта 13, обозначая одним или двумя 
штрихами величины, относящиеся к массам т’, т’. 
Мы получим 
ор — р’? -- о? __ 
— 2 р," (х' оз Ф’-- В’ зш Ф”) (а соз Ф” - В" зш Ф”) — 
—2,’р" (а, соз Ф’- В зщ Ф’) (2, соз Ф” -- В, зщ Ф") — 
® я т ® 
—2р’р" (х, сз Ф’-ЕВ, вт Ф”) (ж, соз Ф" - В, эт Ф”). 
Если выполнить указанные умножения, разложить 
произведения синусов и косинусов и положить для 
краткости 
А=о’ а" -- ии 0, 
м7 о’ г’ 
В=& В" + ава + “В. 
А 
А, = "В В, 9, Вь, 
—__ гри го“ ро” 
В, = ВВ" ВВ, + ВЬВ,, 


то мы получим 


р" = р” р" — 
— (А+В,)‚’ь’ соз (Ф’ —Ф”) — (А— В,)ь’р" воз (Ф’ + Ф")— 

— (А, — В)’ зщ (Ф’— Ф”) — (А-В) ур’ эт (5+ ©”). 

Величины 9’, В’, и,,... являются функциями эле- 
ментов й’, г’, Е’ орбиты планеты т’, заданной фор- 
мулами пункта 13, в которых все буквы помечены 
одним штрихом, а величины я”, В”, %.,... являются 
подобными же функциями элементов Й”, г", К” орбиты 
планеты т”, если буквы пометить двумя штрихами; 
таким образом, величины А, В, А,, В, являются 
функциями этих же элементов; а что выражают эти 
величины, можно установить путем следующего рас- 
суждения. 

94. Для того чтобы первоначальные координаты 
т, у, 2, отнесенные к заданной плоскости, преобра- 
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зовать в координаты 5’, у’, 2’, отнесенные к плоскости ор- 
биты т’, мы, согласно общим формулам пункта 14, имеем 


х=а’а’ + Ву’ +’, 
у=а а’ + ВУ’ +117, 
са’ Ви" т, 
где коэффициенты ©’, В”,... зависят от постоянных 
й'’, г, К’, определяющих положение новых осей по 


отношению к первоначальным, причем {’ есть угол 
наклона двух плоскостей. 

Точно так же, если бы мы захотели эти же коор- 
динаты преобразовать в координаты х”, у", 2", отне- 
сенные к плоскости орбиты т”, то мы имели бы 


и — о’т" -- у" -- у"2”, 

ул" ВУ" 4 112", 

я — хот” + Ву” -- у.2”, 
где коэффициенты а”, В”,.., были бы аналогичными 
функциями постоянных Й”, #', А", определяющих по- 


ложение этой новой плоскости по отношению к той же 


первоначальной плоскости, а 1” был бы углом наклона 
этих плоскостей. 


Сопоставив теперь приведенные выше выражения, 
МЫ получим 
д’ -- Ву’ + у’2' — У” т” -- В”, -- /”2”, 
г ОГ,’ ИИ “и Прп 
0.т - ЗУ ии {:2 = 9.5 -- Вау —- (1:2 ) 
р! г т ИИ "м „п 
их - В. - \22 — “5х -- Ву - {22 . 


Так как коэффициенты а’, В’, 1’; &,,... подчине- 
ны тем же условным уравнениям, что и коэффициенты 
а, В, |; 9, ... пункта 14, то если приведенные выше 


три уравнения сложить, умножив их предварительно 
! 


7! 7 / р ; / р ; 
соответственно нах’, о, ,, и на В”, В, В,, и нау’, 1+, \ь, 
то, в силу указанных уравнений, мы будем иметь 
1’—= Ах” |- Ву” + С", 
3/' — Ах” -- В,у" -- С12", 
2’ = Ах” -- В.у" + С.2”, 


10 75. Лагранж, т. И 
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положив Для краткости 

Ааа” - ола, + 9, 

В= а’ В" Ву + В», 
с =0” 1" + 2:11 + 9.1, 

= Ва” -- Ва. -- Вьа. 
вв В" 88° В, 

С, = 8/1" + Вл, + ВТ», 

ры — у’ - 10 - ‘22 5, 

=1’8” + 7:3, + 8, 
с'- = уу" + а, + 11. 


Ясво, что с помощью этих формул координаты 
х’, у’, 2’ преобразовались в координаты 1”, У", 2’; 
поэтому коэффициенты А, В, С; А,, В,, ... могут быть 
выражены аналогично тому, как выражены подобные 
им коэффициенты, и’, В’, у’; а, В,, ...; следовательно, 
если вместо Й’, ’ взять постоянные величины 


Н, 1, К, то на основании общих формул пункта 13 
мы получим 


А = + соз К соз Я — чт Я 91п К соз [, 
В = — эт К соз Н — т Н соз К соз Г, 
С = зп Я эп Г; 


А, = - с0$ Кэш Я - зп К со$ Н со3 Г, 
В, = — т К за Н -{ с0$ К с0$ Н со Г, 
С, = — с0$ Я эт 


А, = шт К эп Г, 
В. = соз К зщ Г, 
(5 == с0$ Г. 


Постоянная [Г представит угол между двумя пло- 
скостями, в которых лежат орбиты планет т’ ит’; 
мы обозначим ее через Г’, дабы указать, что она 
относится к орбитам планет т’ и т’, а если в выра- 


жении для С, в функции 1’, 1", |.,... подетавить 
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значения этих коэффициентов, выраженные через 
р, К, Е, |, К, 1’ (п. 13), то мы получим 
с0$ [' = с08#’ с08 5" -- с03 (й’ — й") чай’ зшг”. 

Как видим, величины, обозначенные нами через 
А, В, А,, В,, являются теми же функциями а’, а, 
’,..., что и те функции, которые мы обозначили 
теми же буквами в пункте 93; таким образом, при 


подстановке в формулах этого пункта вместо указан- 
ных величин найденных нами значений мы получим. 


А-В, =2с03(Н -+ К) соз? |”. 


А, —В=2эщт(Н + К)соз* - Г, 


А, -+В=2 эт (Н— К) зи? Г,. 


2 
А— В, =2с0з3(Н— К)з1ш* тг, 

1 

о 


95. Следовательно, если произвести указанные под- 
становки в выражение для р, пункта 93, то мы будем 
иметь 


ри =р”* — 2'," с0з (Ф’ — Ф"—Н— К) со? > Г’ — 


— 20'ь" соз (Ф’-- Ф" —Н-К) зи? Г. 


Положив на время 
А = с0$ (Ф’-- Ф"”—Н-К)— соз(Ф'—Ф"—Н— К), 


мы получим 


4 1 
р, р и ори ди о А, 
+ р" 26” с0з (Ф'_Ф"-Н—К)—26'”А зп 1 


это выражение следует подставить в выражение для ® 
пункта 92; этим путем мы получим 


1 
о’А 311 — 1, 


а р’ — 2’ 00$ (Ф’— $” —Н-К) о 


2073 о шо -- 


о из 
10* 
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Снабдив тремя штрихами те буквы, которые отме- 
чены лишь двумя штрихами, мы получим те члены 
в выражении для @, которые умвожаются на т’” 
и так далее. 


) 


Затем вместо р’, о",... и вместо Ф’, Ф",... сле- 
дует подставить их выражения в функции средних 
аномалий и’, и”,... ‚, согласно формулам пунктов 21 


и 22; при разложении мы ограничимся тем, что при- 
мем во внимание вторые измерения эксцентриситетов 
е’, е",... и углов взаимного наклона [,, [,’ между 
орбитами т”, т’”,... и орбитами т’, рассматривая 
эти величины как очень малые одного и того же по- 
рядка и отбрасывая те члены, в которых они обрэ- 
зуют произведения выше второго измерения. 


Таким образом, мы получим 
Е ОНИ 
0 Ур” 26’р” с0$ (Ф’-— Ф"-Н-К) 
об’ [с0з (Ф’-+ Ф”—Н-+К)- с0$ (Ф’—Ф”"—Н-К)]| . 1 
и р ЗИ [,. 
[р’2-0”2 — 26’0” соз (Ф’ — Ф^—=Н-К)]`!? 2 


96. Как известно, степени функции вида 
рр” — 2р’р" с05ф 


могут быть разложены в ряды косинусов углов, крат- 
ных $; следовательно, можно положить 


(ри — Жир" 608 Фа = (р, р’) (р, р"), с08 $ + 

+ (р, в") с08 22 + (р’, р")з сов 3 ..., 
(р-р? — 26'ь" 08 9) 798 == р’, р] Е [р’, р’], с08Ф + 

- [2°, р"]. 08 22 + [р’, р"]з с08 ЗФ - ..., 


где (р’, р"), (р’, р"), ...’ +’, р"], [р’, р’; ... ЯВЛЯЮТСЯ 
функциями р’, р”, выраженными с помощью рядов или 
определенных интегралов, в которые величины р’ ир” 
входят одинаковым образом и образуют однородные 
функции измерения —1 или — 3. 

Таким образом, положив 


о=Ф’—Ф”—Н-— К, 
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мы получим 
1 ’ " 7 Г ’ и 

ТЕ, р), 05 (И, сов... 
РР (Бр р’, р'], 608 Е Тр’, р] 0822...) Х 


Хх [с0$ (2 + 2Ф" + 2К) — с0з $] 11" 5 Г’, 
где следует положить (п. 21 и 22) 


’ '[1 Г , е’? ев’? 2’ 
р =а —е с05и 5 — э 603 и }, 
Ио мо 


е 
"= а" (1 — е" со$ и” -- 5—5 60$ 2") 


. 52’? . 
= и’ -- 2е’ эт и’ -- р п 2и’, 


. 5е”? . 
ф” = и’-- 22” чаш и" рт 24”, 


следовательно, 
ф=и’ фи" — С 2 (е’ ти’ —е" эти") + 
5 . . 
(ети —е"* зщ 24"), 


где Г равно Н-+-К. 
. о 1 
Так как в членах, умножающихся на 5" = ‚ мы 
отбрасываем члены порядка выше второго, можно 
тотчас же поставить а’и а” вместо р’ир”, и’ ии" — 
вместо Ф’и Ф” ии’—и’—Г— вместо Ф; разложив 
произведения косинусов, мы легко увидим, что имеется 
лишь один член, не зависящий от углов и’ ии’, 
а именно, 
1 / / О о 1 ” 
—5а'а” [@а, а"], 511 Г, . 
7 °® 
Рассмотрим теперь функции (5’, р”), (2; р’), ...; 
произведя здесь указанные выше подстановки вместо 
р ир’ и сохранив вторые измерения е’и е”", мы 
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получим 
7 и\ —_ 
(р ор ) = 
д " й , а’ а’ 
= (а’, а") +6 ( аи’ сози/ + 5 И 05 2" ) :. 


02 (а’, а”) ее 


5 (1-Е соз 21”) 
? и ло "е 
-- мои @ а”е" со$ п" 4 те’ а’е "сз и" ) -- 
а 2 
д? (а’, а”) а”е” „ 
-- 9" ет(1 -- с05 2и ) -- 
92 д° (а’, а”) а”) сети , 
+ ат” 5 [608 (и’ — и”) — соз (и'- и")]; 


аналогичные выражения мы получим для других по- 
добных функций. Равным образом мы получим 


03 ф= — ©0$ (и’— и” — Г) — 
| . 5е'’? . 
2е’ ти’ -- = 811 2и’ — 
— зщ (и’— и” — Г.) Бет — 
— 2е” т и” р ” 


— 05 (и’— и" — ГР) х 
| е”* — е”? соз 2и’-- е"? — е"* соз ди" — 
|2" [соз (и’ — и”) — соз (и’-и")] | 


таким же образом разложим косинусы углов, крат- 
ных $, и умножим выражения этих косинусов на вы- 
ражения коэффициентов (р’, р"), (р’, ь"),, ... 

Так как мы ищем лишь члены, не зависящие от 
какого бы то ни было периода, то слелует отбросить все 
те члены, которые умножаются на косинусы углов, 
кратных и’и и", представляющих собою углы сред- 
них движений т’и т’. 


1 
Таким образом, член (р’, р”) выражения 5” даст 
лишь следующее: 


, " д (а’, а”) ‘ д° (1', а") й 72 
(а’, а”) | 20а @ "в 9” ет 


д (а, а”) и д? (а’, а”) из 
+ | 59” @ Т` 40а Те 
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Член (›’, р”), созо даст следующее: 


7 и д (а’, а”) 7 д (а’, а”) и 
| (@*, а”), + 20" бт 9 @ т 
д? (а’, а” , , 
-- ь а’а” ] е’е” соз [.. 


Член (›’, 9”). с0з 22 и следующие дадут лишь такие 
/ 9 ® 

члены, в которых е’, е", г’, #’ образуют измерения выше 

второго, которые мы отбрасываем. 


Остается еще разложить выражение (п. 93, 94) 


1 
'А зп — 1" 
б’А зш 5 


о’ -- 0”? — р, р’ 6059 
2073 — 0” -- 02 ® 
Здесь следует произвести для р’, р” те же подста- 


новки, какие были сделаны выше; мы получим сначала 


, 


а’ го 
р = 278 {1-е сои’ + 2е" соз и" -- = (1 — с08 2и’) 


с /78 
у 


+ =. (1-5 соз 2и") + е’е" [с0з (и’— и”) - соз (и и")] р 


«» ® 1 (Е 
но в том члене, который содержит вт / и который 


уже является величиной второго порядка, достаточно 
/ а’ 
вместо я подставить в, а Так как 


А = 03 (Ф’-- Ф"” —Н-+К) — соз (Ф’—Ф"—Н— К), 


то ясно, что этот член не даст какой-либо постоянной 
величины. 


7 
Умножив приведенное выше выражение р 


8 На ВЫ- 


ражение с0зФ предшествующего пункта и сохранив 
лишь те постоянные члены, в которых е’ и е" не пре- 
вышают второго измерения, мы легко найдем 


а’ е’е е’ е” 
(ще е’ е" + = --е ‘воз Е =0; 


таким образом, в 7 ассматриваомой нами величине 
постоянные члены взаимно уничтожаются, 


152 ДИНАМИКА 


97. Сумма всех найденных нами выше членов, 
будучи умножена на т”, представит собою постоян- 
ную часть функции ©’, обязанную своим существова- 
нием действию планеты т”; аналогичное выражение 
можно получить и для той части, которая обязана 
действию планеты т’’’, отнеся к последней величины, 
связанные с планетой т’. 

Мы обозначили эту непериодическую часть функ- 
ции О через (9); следовательно, если для сокращения 
положить | 

р ! и 
((а’, а")) = ее) ”) бо р, 
а’ 4 да’? 
и, стало быть, так как а’ и а” одинаковым образом 
входят в функцию (а’, а"), 


((а”, а’)) = д (а’, а а”) а" - д? (а', а”) а”?, 


90а” _ 4 да”? 
и далее 
7 и" ' и д (а’, а”) й 
[(а ‚ а )] == (а ‚ а оао а - 
д (а’, а”). ) а”) а’ д? (а’, а”) АРТ 
——- о да” а’ -- 1 да’ да” _ аа, 
то мы будем иметь 
Га”, а*) + (а, а) о" + (ит, а”) "+ 
(ети {+ Ка", рее" оо Е — р +.. 
| 1 а’а”[а’, а"] вн | 
( 2 т 21 ) 


Это значение является верным до величин третьего 
порядка, если эксцентриситеты е’и в" орбит т’ ит’, 
равно как их взаимный наклон /[, рассматривать как 
очень малые величины первого порядка, каковы бы 
ни были вообще углы наклона этих орбит к непо- 
движной, плоскости. проекций. 

98. Выражения функций ((а’, а")) и [(а’, а")] можно 
значительно упростить, пользуясь известными свой- 
ствами коэффициентов рядов ло с03 ©, с08 22, ... Действи- 
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тельно, если логарифмически продифференцировать 
по $, а затем по а’ нижеследующее тождество: 
1 
(а’? — 24’а" созф- а") ® = 


= (а', а”) - (а’, а”), созе + (а’, а"), сов 25 -. 


и затем, произведя умножение крест-на-крест, сравнить 
члены, умножающиеся на одни и те же косинусы, то 
мы сначала получим 


За’а" (а’, а”), = — 2а'а" (а’, а”) + 2(а*- а") (а’, а"); 
затем дифференциалы по а’и а” дадут 
д (а’, а”) —_ а’ (а’, а”) — а” (а’, а”). 


да’ (а"? — а”) 
д (а’, а”) — а’а” (а’, а”) — а”? (а’, а”) 
— 0 — а’ (а"* — а'?) } 
9°(а’, а”) —_ ла’3 (а’, а”) ча” (а”2 — За’) (а’, а”) у 
да’? —_ а’ (а”? — а’)? ` 
0? (а’, а”) _ — 2 (а + а”?) 1+ За’а” (а’, а”), 
да’ да” — а’ (а”? — а’? _* 


Подставив эти выражения, мы получим 
((а’ а”)) = ва’?а”? (а’, а”) — а’а”" (а'*-+ а”?) (а', а”): 
} 8 (а”? — а’)? } 
[(а’, а”)] =— а’а” (а + а”) (а’, а”) + (а + а”? — а’а”) (а’, а”): 
* ’ р рт о оиоиЫыЫыыЫымМрРрРрРрРрРрРъРр—О> 


2 (а”* — а’) : 


Можно, однако, получить для этих функций более 
простые выражения, применив коэффициенты ряда 
3 


(а —2а’а” созФ-- а”?) 2? = [а’, а"]| + [а’, а"], с08®..; 


в самом деле, произведя логарифмическое дифферен- 
цирование и затем’ умножение крест-на-крест, мы, 
как и выше, сначала получим 


а’а” [а’, а". =2(а”* а”) [а’, а], —ба’а" [а’, а"]; 


подставив это выражение [а’, а"], и сравнив ряд, умно- 
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жающийся на а’* — 2а'а” созо- а”*, с рядом (а’, а") 
- (а’, а”), созфФ-+..., которому он должен быть тожде- 
ственно равен, легко вывести следующие соотношения: 


(а’, а”) — (а? + а”) [@’, а”] _—_ а’а” [а’, а"], 

(а’, а”), =4а’а" [а’, а"|— (а -+ а”*) [а’, а], 
а путем подстановки этих выражений мы получим 
следующие выражения: 


((а’, а") = аа" о", а", = (а, а’); 
1 ! и " 
Ка’, а’) = -а’а" а”, а] — (аа), а", = 
— — аа’ [а’, а”, 


которые следует подставить в выражение для (9’), 
приведенное в предыдущем пункте. 

Что касается значений коэффициентов (а’, а"), 
(а’, а"),,..., [а’, а"], [а’, а"],..., выраженных в функ- 
ции @’, а", то их можно найти путем разложения 
радикалов по степеням созф и путем разложения этих 
степеней по косинусам углов, кратных $, как это 
впервые сделал Эйлер в своих исследованиях над 
Юпитером и Сатурном; однако я уже давно нашел, 
что эти функции можно получить более простым пу- 
тем, разложив трехчлен а’? — 2а’а"” созф | а”° на два 
его мнимых множителя 

(а’ — а’езТ -т) (а’ — а"е-? -!) 


1 3 
и разложив степени —5 И = каждого из этих 


множителей по формуле бинома. 
Положим для сокращения 
‚ _п(и+1) „_ пе (т?) 
й — 9 о ‚ЖП = 9.8 9...’ 
тогда мы вообще получим 


(а’ __ а’е? У-!)- — 


—= а" — па’ Па"? У 1 п’а’-п-2 изо У 1 -...; 
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если перемножить два ряда, соответствующие |/—1 
и —У1, и перейти от показательных функций мни- 
мого аргумента к косинусам кратных углов, то мы 
получим 


(а’* —- 2а’а" созф | а"*)^ = А-В с0озф-+- С соз25-+..., 


где 


дир 
о [и уие 
уу 


Эти ряды всегда сходятся, когда а’> а"; однако, 
если бы мы имели а” а’, то необходимо было бы 
лишь поставить 4’ на место а” и а” на место а’, так 
как в неразложенной функции величины а4’и а" входят 
одинаковым образом. 

Из вида этих рядов вытекает одно следствие, за- 
ключающееся в том, что если только п — положитель- 
ное число, то и все коэффициенты А, В, С, ... всегда 
имеют положительные значения. 


1 
Если положить п=-, то приведенные коэффи- 
циенты перейдут в (а’, а"), (а’, а”), (а’, а")»,..., аесли 
‚ то они перейдут в [а’, а"], [а’, а"]., 


положить й = 
[4’, а"]ь, ... 

99. Нам остается еще определить угол Г. Так как 
мы отбрасываем величины третьего порядка и так 
как в выражении (9’) созЁ уже умножен на е’е”, то 
при определении угла Г можно отвлечься от очень 
малых величин первого порядка и, следовательно, 
положить там [,=0. Но (п. 96) 


[=Н-+К; 


если в формулах пункта 94 положить /,=0, то мы 
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будем иметь 
А= со (НК), А= —В=зш(Ы-+К), А, =0; 


но, согласно формулам того же пункта, мы имеем 
также 


А=о’ а аа а, а = 03 [.. 


Продифференцируем это выражение соз/Г, считая 
переменными — величины и’, “м”, и.,..., подставим 
вместо их дифференциалов выражения, данные 
в пункте 74, снабдив соответствующие величины 
штрихами, и поставим снова величины А,, А, вместо 


их выражений через а’, ч", В’,...; этим путем мы 
легко найдем 


—тРаЁ = А, 4у’- А, а*' + Вау" + С ат. 
Но 
А, =зш[, А, =0 В= —зтГ, С=0; 


следовательно, разделив на $11, мы получим 


Аг = 4х" — 4’, 
а после интегрирования 
Г, — у" —__ У’, 


в данном случае не обязательпо прибавлять постоян- 
ные, так как начало углов у’, /” является произ- 
вольным. Угол ) *) — это вообще угол, который орбита 
описывает, вращаясь в своей плоскости, и который 
мы ввели вместо долготы # перигелия (п. 70). 

100. Теперь фувкция (9’) уже приведена к про- 
стейшему виду, нзиболее удобному для вычисления 
вековых вариаций; остается лишь ее подставить 
в формулы пункта 76, отмечая одним штрихом буквы 
этих формул для того, чтобы их отнести к планете т’, 


-*) По поводу угла { см. примечание на стр. 111. Сверх 
того, можно отметить, что уравнение аЁ = 44” —44 основано 
на допущении, что можно пренебречь взаимным наклоном 
обеих орбит. Если бы мы не допустили, что [7 =0, то полу- 
чили бы совершенно другие формулы, и в них не вошел бы 
угол у. (Прим. Бертрана.) 
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вариации которой мы определяем; затем, произведя 
просто взаимную замену букв, мы получим аналогич- 
ные формулы для вариаций планеты т”, и так далее 
для других. 

Мы видим, что указанная функция состоит из двух 
раздельных функций, из которых одна содержит 
лишь эксцентриситеты и места афелиев на орби- 
тах, а другая содержит лишь наклоны орбит 
к неподвижной плоскости и места их узлов. Если 
первую из этих функций обозначить через (9’),, а 
вторую через (®°’),, так что 


(2) = (97), (9), 
то мы будем иметь 
Я , 8 (а’, а”) + а’ а” [а’, а"]. (2 + е"*) — 
(9 ), = 8т ТИ т’ пн ’е! ’ " | | 
— 2а а" [а’, а"]: е’е" соз (х’— У") 


41 „18 (а а’) а’ а” [а’, а””'], (е*- е''"*) — | й 
8 \— 2а' а” [а’, а’’'], е’ е’”” со$ (х” — /”””) 
+. 
1 ' ’ и 
(8), = —т’а а"[а', а" ], (1 — соз 1, — 


1 
—=т”' а’ а” [а’, а’*"] (1 — соз Г") — 


где 
08 [7 = с08#” 6055” -- с0$ (й’— й”) Зи зшу, 
с08 [/” == с03{ с08#”” -- с03 (й' — й”’") за зтё”, 
9 
углы Г,,Г[Г,’,... являются здесь углами наклона 


орбиты планеты т’ к орбитам планет т”, т’”,... 

Итак, подставим в уравнениях вековых возмущений 
(п. 76) (9’), + (©’), вместо (9’) и снабдим буквы 
штрихом для того, чтобы их отнести к планете т’, 
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вариации которой мы определяем; отбросив величины е”* 
и поставив просто а’ вместо 6 в коэффициентах функ- 
ции (9) и (9),, которые уже являются величинами 
второго порядка, мы получим 


а’ 1 9(9”) а’ 1 0(9”), 
4 у а 9’ 4 Ува’ де’ ' 
а 1 09, 4@__ 1 9(9%) 
@ Иа зи 9 '’ 4 Уразше 9‘ 


Аналогичные уравнения мы получим для вариаций 
элементов планеты т” на ее орбите вокруг т; для этого 
достаточно будет отметить двумя штрихами те буквы, 
которые были отмечены лишь одним штрихом, и, 
наоборот, отметить одним штрихом буквы, имеющие 
два штриха. 

Итак, если принять во внимание, что обозначен- 
ные скобками функции величин а’и а” не изменя- 
ются при обмене местами величин а’и а”, то мы 
получим 


(2"), = 3т' Г (а’, а") 5 а’ а" [а’, а], (ее) — | 
Го — 2 [(а’, а") ое’ е" соз (Х' — У") | 


41 т’ 89”, а””") а" а” [а”, а””']. (е""-е”’"?) — 
8 \ —2[(а", а’”")]» е” е’’’ с0$ (\"—х””’) 
1 7 
(9%), = — Рига’а" [а', а", (1— с08 Г) — 
1 и и , 
—%т” а’ а’” [а”, @”" (1 — соз 1”) — 
где 


соз Г’, = с05 [' 
и 


со5['"" =: 6081" с08Ё’’" -- 1 (й" --й'”') чае’ ть"; 
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и уравнения вариаций будут иметь следующий вид: 


ае” _ _ 1 д (3”) 4” _ 1 д (9) 

ЧЁ е” о”а” 9” . ДЕ е” У =” а” де” ' 

4” _ 1 9(%”)› ай’ _ 1 д (%”), 

ур’ зшы 0” ’ 4. уетйзшь 9’, 
и так далее —для вариаций элементов орбит т’ 
пиу, ... вокруг т. 

101. Отметим, что различные функции (9’),, 
(2”),..., равно как функции (®’)., (9”).,..., можно 


свести к одной функции, что придаст уравнениям вари- 
аций больше простоты и единообразия; в самом деле, 
если положить 
т’ т” а’ а” 
Ф=+ = {8 (а', а”) + [а/, а] (#2 + е”*) — 


т’ т,’'' а’ а’”' 


8 
+ [а’, а’'']1 (ее е’”"*) — о [а', а’'' е’ е’’’ ©05 (/’—5’”’)} 


— 2 [а’, а”]ве’е” соз ({'- 9”) } + {8 (а’, а’”)-+ 


т т а а, 
+ — 5 { 8 (а”, а’'") + [4”, а’ (е”2-+ е’'") —_ 
—_ 2[а”, а’''] е” е’’”’ 05 (-/” — х’””) } ++ 
- . 
и составить все парные комбинации из масс т’, т’, 
т’’’,... и из относящихся к ним функций, то легко 


видеть, что в частных производных (®”),, (©”).,... 
эти функции можно будет заменить величиной Ф, 
если только частные производные по с’и 9’ разде- 
лить на т’, частные производные пое”, ” разде- 
лить на т” и так далее. 

Таким образом, уравнения возмущений эксцентри- 
ситетов и афелиев примут следующий вид: 


ха м Ш 
& т’е’урта’ а!’ 4 пт’ са’ ` де’ 
де” 1 9Ф ау’ 1 9Ф 


ту рта" 9’ те’ у ай де”, 


оо о 
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Эти уравнения дают 
9Ф „,, 0Ф 9х 


, 7 __ у" = и 

9’ - -- де’ фе = 0, 2)” и ДЕ” - -=0,. 
а так как Ф является функцией переменных .е’, и 
е", '/",..., но не содержит Ё то мы будем иметь 


аФ = 0, 


и, следовательно, Ф будет постоянной величиной. 
Таково общее соотношение между эксцентриситетами 
и Местами афелиев планет, которое всегда должно 
иметь место, каким бы изменениям ни подвергались 
в течение времени эксцентриситеты и места афелиев, 
если только эти изменения очень малы. 

102. Но из природы функции Ф вытекают еще 
другие общие соотношения между теми же элементами. 


Действительно, легко видеть, что мы имеем урав- 
нение 


аи + орт 9х” -. == 0, 


а если вместо этих частных производных подста- 

ие е” 4е” 
вить их значения т’ У ;’а' ‚т”У "а" в’. 
получающиеся из  рравноний. предыдущего пункта, то 


путем интегрирования по Ё мы получим следующее 
конечное уравнение: 


т "Им ет’ у 5”а” е"? —- 
Чт Иа "+... КЬ 


где К" — постоянная величина, равная значению левой 
части этого уравнения в некоторый момент времени. 

Из этого уравнения видно, что эксцентриситеты е’, 
е", е””, обязательно имеют пределы, которые они 
не могут превзойти; в самом деле, так как они необ- 
ходимо вещественны, поскольку орбиты представ- 
ляют собою конические сечения, то каждый член, 


например т’ И &’а’е’?, всегда положителен и его ма- 
ксимумом будет постоянная А’. 
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Отсюда следует, что если эксцентриситеты орбит, 
принадлежащих очень большим массам, в какой-либо 
момент очень малы, то они останутся всегда такими 
же, что имеет место в случае Юпитера и Сатурна; 
однако эксцентриситеты орбит, принадлежащих очень 
малым массам, могут возрасти до единицы и выше, 
и их действительные пределы, как мы это увидим 
ниже *), могут быть установлены лишь путем интегри- 
рования дифференциальных уравнений. 

Далее, так как величина Ф, рассматриваемая как 
функция е”’, е", е’”’,..., является однородной функ- 
цией второго измерения, то, в силу известного свой- 
ства этих функций, мы имеем 


9 ‚0 „, $ „,, до 
97 @ + 57 6 + дет 6 + .:..=2Ф. 


Подставив в это уравнение значения частных произ- 
водных Ф по с’, е", е””’,..., получающиеся из тех 
же уравнений предшествующего пункта, мы будем 
иметь 


———е’? 45 и е”? ду” 
т’ У =’ а т И а + 


(А 
т’ т Ч... =2Е, 
где Р— значение Ф в некоторый момент времени. 
В этом уравнении величины ох, “С, ...  выра- 


жают угловые скорости движений афелиев, следова- 
тельно, это уравнение дает неизменное соотношение 
между этими скоростями, из которого явствует, что 
и они обязательно имеют известные пределы, по- 
скольку все они имеют одинаковый знак. 


*) См. по этому поводу мемуар Лапласа в Мётотгез 4е 
1’Асадёт1е 4ез Бс1епсез 4е Раг1з за 1784, №57 второй книги 
Мёсап1 ие св6]езе и гл. Икн. ХУ (5-й том), где Лаплас упре- 
кает Лагранжа в том, что он опубликовал в сомнительном 
виде теорему, задолго до того доказанную Лапласом. 
(Прим. Бертрана.) 


11 ж. Лагранж, т. П 
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103. Если здесь применить преобразования пунк- 
та 78, положив 


шт’ =е’ 917’, п’=е’ с05 7’, 
па” = е” эт”, п=е’ с0$ 7", ..., 


то мы получим 


рии 
ттаа { [а’, а”; (то”? + 072+ т”2 + п”2) — 


Ф 
—_ 9 [а’, а”], (га’ т” + п’ п”) } + 
т’т’”" а’ а’ Г , , Ррго Ртг: 
+——8 «№, а ] о’? п’2 + т’ + п’’’2)— 
—9 [а’, а’ ], (п’ т’ п’ п’””) } + 
Ми ги! 
т” т 5" п { [4”,а’”"] (т”? + п”? + "2 4 п’’'2) — 
— 9 [а” а’"'], (па” п’”’ п” п’””) + 
+. 
И уравнения возмущений примут следующий ВИД: 
па 1 0 4 1 9 
4  Уга’ ди’ 4 Угра’ дт’’ 
п и 00 4 _ 1 09 
Е. У” а” дп” } Е —_ У г” а’ ддт” ' 


Если в этих уравнениях подставить значение Ф 
и выполнить частные дифференцирования, то мы полу- 
чим линейные уравнения относительно т’, п’, Ш”, 
п”,..., Которые легко интегрируются; эти уравнения 
совершенно тождественны с теми, которые иным путем 
я нашел в Метотез де Вегт за 1781 г., стр. 262*), 
в чем легко убедиться, сопоставив между собою раз- 
личные обозначения одних и тех же величин. 


*) Оепугез е Т.ахтапое, т. У, стр. 125. (Прим. Дарбу.} 
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В Мёто1тез за 1782 г.*) я применил эти уравнения 
к шести главным планетам, приняв для их масс наи- 
более вероятные значения, и отсюда путем интегри- 
рования вывел общие формулы для возмущений их 
эксцентриситетов и мест их афелиев, которые дают 
значения этих элементов как для Земли, так и для 
других планет, по истечении любого неопределенного 
времени как до, так и после эпохи 1700 г. Так как, 
согласно этим формулам, эксцентриситеты остаются 
очень малыми, как мы это допустили, то при вычи- 
слении создается уверенность в их точности во все истек- 
шие и будущие времена. Затем в томе за 1786 — 1787 гг. 
тех же М6ёто!гез, напечатанном в 1792 г., можно найти 
дополнение **) (зарретеп{) к настоящей теории, каса- 
ющееся новой планеты Гершеля [*‘], в котором тем же 
методом и тоже с помощью общих формул определя- 
ются вековые возмущения эксцентриситета и места 
афелия этой планеты, вызываемые влияниями Юпитера 
и Сатурна; при этом только оставлено без внимания 
влияние гершелевской планеты на упомянутые две 
планеты, равно как и на другие нижние планеты, 
ввиду незначительности ее массы и ее отдаленности. 

10%. Таким же образом можно привести к более 
простому виду и уравнения вариаций узлов и углов 
наклона. Пусть 


1 # 
= —ттт’а’а" [а', а], (1— соз Г.) — 
1 
—=тт’"а’а”" [а’, а””"], (1 — созТ,””) — 


1 ‚ 
—* т”т,"'’а"”а 7? [4”, а’”"] (1 — соз 1’) — 


причем и здесь взяты все парные комбинации масс 


7/7 


т’, т’, т’”,..., которые, согласно допущению, 


*) Там же, стр. 211. (Прим. Дарбу.) 

**) Это дополнение не принадлежит Лагранжу. См. по 
этому поводу примечание в т. У Оепугез де Гастапэе, стр. 489. 
(Прим. Дарбу.) 

11* 
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действуют друг на друга, а также соответствующих им 
функций а’, а”, а’”’,...и углов наклона /,', [,"',[,,',..., 
определяющихся вообще по формуле 


соз [7% = с08#" сов <" + с08( т) — р) пр") вт; 


1 ду 1 0 
путем подстановки — -—-, — —_,... Вместо 


т’ д’? т’ Ор’ 
(5), 09), 


мы получаем 


эй ды ›`°. 
аи _ 1 д _ 1 оч 
Ч т’ У га’ ши д’ 9% т Угазшр д: ' 
4” `^ 1 ОФ ай” 1 2 
ато пурине "о 4 уриные 


› 


Эти уравнения дают также 


9, д, _ д о _ 
г @Й тэ ГУД) = 0, >> т ав т" —= 0, 
а так как Т является функцией й’, г’, /", ... Инне 
содержит в себе никаких иных переменных, то 
ат = 0, 


и, следовательно, Т равно некоторой постоянной. 
Далее, из вида функции ФТ ясно, что мы имеем 
нижеследующее уравнение: 


94 9 
9’ - бт Эр!’” -- ... = 0. 


Подставив вместо производных ЧФ по й’, й", №’”’,... 
их значения, вытекающие из приведенных выше урав- 
нений, мы получим дифференциальное уравнение отно- 


"Гр 


сительно Г,#’,#’”,..., интегралом которого будет 


т’ Иа’ 605’ + т” И =" а" 6081 
+ т’”’ И =’ а” со”... = с01086.; 
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это уравнение можно также представить в следующем 
виде: 


_——____ , | ___ . 2 
т’ У га’ эт т И ="а" 511" -- ... = И*, 


где Н* является значением левой части уравнения 
в некоторый момент времени. Из этого уравнения по 
;7 .# 


. Гл . $ 
отношению к пределам величин 511 —-, 511 


э* 
сделать выводы, аналогичные тем, какие мы полу- 
чили в пункте 101 из подобного же уравнения отно- 
сительно е’,е",... 

105. В том случае, когда рассматривается дей- 
ствие лишь двух планет т’и т”, выражение Ф сво- 
дится к единственному члену, умноженному на т’т”, 
угол наклона обеих орбит /[’ становится тогда посто- 
янным; к этому очень близок случай Юпитера и Сатурна. 

По поводу этого случая можно еще отметить, что 
если допустить, что в некоторое мгновение плоскость 
возмущающей планеты совпадает с неподвижной пло- 
скостью, то мы будем иметь $’—=0 и, следователь- 
но, [, = 03’, откуда следует 


.. МОЖНО 


тт’ 
= —— аа’ [а’, а", (1— со’), 
а отсюда 
ар’ __ т’”’а’а” [а’, а” ] 
(Уд У =’а’ 


Это — выражение скорости обратного движения узла 
орбиты т’ в плоскости орбиты т”, в то время как их 
взаимный наклон остается постоянным; отсюда видно, 
что действие планеты т” на планету т’ по измене- 
нию положения ее орбиты сводится к тому, что узлу 
ее орбиты сообщается в орбите возмущающей пла- 
неты т” мгновенное обратное движение, выражаю- 
щееся через | 
пб’ 7 и 
аа “Ла, 
у =7а' 
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причем на взаимный наклон обеих орбит указанное 
действие не оказывает никакого влияния. 
Совершенно так же действие планеты т’ на 
планету т” по изменению положения ее орбиты при- 
водит к мгновенному попятному движению узла этой 
планеты в плоскости орбиты т’, выражающемуся через 


ГУ 


т’а’а” [а’, (2, 
У 2"а" и 


и так далее для других планет. 

Комбинируя таким образом попарно все планеты, 
можно определить возмущения их узлов и их взаимных 
наклонов, так как, согласно природе дифференциаль- 
ного исчисления, сумма частных значений дифферен- 
циала образует полное значение последнего. Таким 
именно образом были найдены годовые изменения 
узлов и наклонений планет, вызванные их взаимным 
притяжением, еще до того, как была создана прямая 
и общая теория вековых возмущений. 

106. Для того чтобы дать пример применения этого 
метода, рассмотрим три планеты т’, т”, т’”’, орбиты 
которых взаимно пересекаются, и пусть 1 ‚,[,”’— накло- 
нения второй и третьей орбит к первой, а Г,’ — накло- 
нение второй орбиты к третьей; легко видеть, что на 
сфере эти углы образуют сферический треугольник, 
три угла которого, если допустить, что наклонения т” 
и Т’’’ расположены на одной и той же стороне, соста- 
вят [,', 180 —Г,’и Г,'’; для большей простоты мы эти 
углы обозначим через а, В, 1. 

Планета т’ заставляет отступать по своей орбите 
узел планеты т” на элементарную величину 


т’а’а” [а’, а”], 


—> 


одновременно та же планета заставляет отступать по 
своей орбите узел планеты т’”’ на элементарную вели- 
чину 
т’а’а 777 а’, а’’' 
[ 1 
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между тем как углы наклона /[,’ и /[,”’ остаются посто- 
ЯННыЫМи. 


Таким образом, в треугольнике, образуемом пере- 
сечением трех орбит, часть орбиты т’, заключающаяся 


777 


между орбитами т’ит’, т. е. сторона, прилегаю- 
щая к углам х и В, увеличивается на величину А 4, 
полагаем для краткости 
А— т’ а’а” [а’, а” ]1 _ а’а’' [а’, а" ]1 , 
4 У =" а" ИЕ’”а” ./’ 
углы © и В остаются постоянными. 
Но в сферическом треугольнике, углы которого 


равны ©, В, 1, а сторона, прилежащая к & и В, т. е. 
противолежащая 1, равна с, мы имеем 


05 '] = 311 & 11 В 03 с — с08 @ с03В. 


Следовательно, варьируя с на А4Ёмы получим 


46081 = — 31 я 51 В з1п СА 44. 


Но то же уравнение дает 


с03 | + с03 9 с0з В 


6086 — — раза 


откуда следует 


6 — У 102 а в1ш? В — (с08 1+ с03& с0$ 88 _ 

е—= яп а з1ш В —_ 

УТ- с032 а — с032 В — с03? \— 2 с03 а с0$ В с05 1 

Д— дц 
ы паз В 


— 


Положим для сокращения 


и= И 1— с03* & — с05*В — с05* 1 — 2 608% 05 В с08 1 = 
=зш оп В 810 с; 
тогда мы получим 
4081 = — Аи 4. 


Таким же путем, рассматривая обратное движение 
орбит т’и т’’’ по орбите т’, которое увеличивает 
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сторону, прилежащую к углам а, 1 и, следовательно, 
противолежащую углу В, на элементарную величину 
В (4, где положено 


В— т” а’а” [а’, а” ]1 а’а’” [а”, а’'' 1 
о ув о ув 7 
между тем как углы д и 1 остаются постоянными, мы 


получим 
4 созВ = — Ви 4, 


ибо величина и является симметричной функцией трех 
косинусов. 
Наконец, отступление орбит т’ ит” по орбите т’'’ 
также дает 
408% = — Си 4, 


если положить 
@= т’’’ а’а’” [а’, а’”']1 __ а а’” [а”, |) 
4 У ='а' У ="а” 

В этих уравнениях три коэффициента А, В, С 
постоянны; следовательно, имеется лишь одна пере- 
менная величина и, которая является функцией трех 
косинусов %, В, |, т. е. соответствующих углов наклона 
орбит Г,', Г’, Г,'’; стало быть, можно определить их 
значения в функции &. 

Если сложить приведенные три уравнения, умножив 
предварительно первое из них на т’т’’'а”а’”' [а’, а’”"|, 
второе на —т’т’”’а’а””' [а’, а””'], третье на 

тт’а’а" [а’, а'], 
то мы получим 
т’т,"”'а"а"' [а”, а”, Я с05 у—т’т’” [а”, а’”"], фсозВ-- 
 т’т’а’а" [а’, а", 4 соз& = 
— — т”"т,"”'а"а."' [а”, а’'], Ав ЧЕ -- 

тт’ а’а””' [а’, а””'], Ви аг—т’т’а’а" [а’, а'], Си 4. 

Подставив сюда значения А, В, С, мы увидим, что 
? ? 9 д 7 
правая часть превращается в нуль, так как все члены 
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взаимно уничтожаются, а левая поддается интегриро- 
ванию; подставив вместо «х, В, 1] их значения /[’’, 
180 — Г,”', Г’, мы получим уравнение 


Г 


тт’ а” а’”' [а”, а”"'], соз Г,’ т’т’”" [а’, а”, сов Г, + 
+ т’т"а’а" [а’, а"], соз Г" = соп8., 
согласующееся в случае трех орбит с интегралом 


У = сопзё., найденным нами выше (п. 104). 
Если для большей простоты положить: 


08% =х, 6058 =у, 605] =2, 
то мы получим следующие три уравнения: 
4х = —Си4аь ау= —Ви4, 42= — Аи 4, 
и=И 1—1? — у*— 2" — 2592; 


первое из них, взятое в сочетании со вторым и третьим, 
дает по исключении ци 


В 


ау =-с ат, 42 =-- ах, 


а отсюда 
_ Ва-а я — Ах-+Ь 
С ) С у 
Если ЭТИ выражения подставить в выражение и, 


то степень переменной 2 под знаком корня повысится 
до третьей, а уравнение 4х = — Си 4 дает 


= —-; 


в этом уравнении переменные разделены, однако 
вторая часть его может быть проинтегрирована только 
путем спрямления конических сечений. 

Но так как взаимные наклонения орбит мы должны 
предположить очень малыми, то если положить 


х=1—& у= И +\, 2=1—Ъ, 
что дает 


1 м. 1 17 у 77 
= Г, = Г, ", = Г, ", 
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то величины &1,С должны быть очень малыми; по- 
этому в выражении для и можно пренебречь их 
третьими степенями по сравнению со вторыми. Таким 
образом, мы получим 


ЕЕК О 
4 = Си 4 а4ч= — Ви, 4=Аи 4. 


Если это значение и’ продифференцировать и после 
подстановки значений 4, 44, 4 разделить это урав- 
нение на и 0%, затем снова продифференцировать 
и опять произвести указанные выше подстановки, 
то мы будем иметь 
2 
и = [2(АС—АВ— ВС) — А*— В*— СЗ и; 
это уравнение может быть проинтегрировано с помощью 
показательных функций или с помощью синусов в за- 
висимости от того, будет ли коэффициент при и поло- 
жительным или отрицательным; но так как 


И 


и = 311 9 1 В 511 С, 


то ясно, что выражение и в функции & не может со- 
держать в себе показательных величин; поэтому, обо- 
значив в предыдущем уравнении коэффициент при и 
через—в”, мы будем иметь 


и = К со0$ (№4 + К), 


где К и Ё— две произвольные постоянные, которые 
следует определить по начальному состоянию; а так 
как, согласно допущению, ша и з1пВ — очень малые 
величины, то и значение К будет очень мало. 

Отсюда путем интегрирования мы получим &,1, 5, 
которые будут содержать &# лишь в эт (иё +) и кото- 
рые, будучи в начале очень малыми величинами, по 
необходимости всегда будут оставаться такими; таким 
образом, решение будет всегда пригодно. 

Итак, указанным путем мы определим взаимные 
наклоны орбит для определенного момента времени, 
но отсюда мы еще не определим их абсолютных 
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положений в пространстве, зависящих от углов 


й’, й",..,.,Ё,ё”,...; ПОоЭТОму будет проще определить 
эти углы прямо путем интегрирования уравнений 
пункта 104. 


107. Однако вместо того, чтобы воспользоваться 
этими уравнениями в том виде, в каком они там даны, 
представляется более выгодным их преобразовать с по- 
мощью подстановок пункта 78, положив 


р’=этЕ’эшй’, р’=эзтЕзшй’, ..., 
(’—= 311’ с08й’, 4”’= зщ’ созй",...; 


снабдив буквы р, штрихами для того, чтобы отне- 
сти их соответственно к планетам т’т”,..., и подста- 


ив функцию ы вместо (9) (п. 104), мы получим 


уравнения 
ар’ У1-р”"-—а'304 4’ _ _У1-р?—ч'з 0 
Ч м иДСЙ х 04’ 4 т И ра’ др’ 
ар” _ У1—р”*—4”309 44’ _ У1-р”-—4”04 
ЧЕ _ т” ут ” 04”’' 4 _ т” И =”а” др”? 


Функция г. как и в упомянутом выше пункте, будет 
иметь следующий вид: 


1 и 
Ч = —тт’а а" [а’, а"],, (1 — соз Г,) — 
1 
—жтт’”а а” [4’, а’”*] (1 — с05$ [,’)— 


, 


77: 


но с0$/”, со Г”, соз Г, с помощью тех же под- 
становок выразятся следующим образом: 


со = У 1—р*—Ч” —9° И 1—р"—4” р"? —а-+р’р" а’, 
со$ [/"' = И1-—р”"—9* р’ "—0(” И 1—9" тк д’ р’ р’ + 9'4 ’”', 
с05 Г" = ИГР" "р" 4"? Иа" +- рр" р”, 
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Произведя эти подстановки и выполнив дифферен- 


цирования по р’, а’, р", 4", 


ар’ _ т”а’а” [а’, а” 
а ^ Иа’ 
х (417 1-р”—9" 


т’”'а’а’” [а’, а’'' |1 


&У да’ 


4"?. —4" И 1—9*—9* 1— —4”? 


.., мы получим 


—*— 


ХИТ" 


44’ _ т’а’а” [а’, а” | 


а _ ИУ га’ 


х (р’И1— р" 


т,‚'’’а'а' [а , а’”' |1 


7772 р’ И1—р"*—а" 2) -|- 


хе ИТЕ”"е" 


еее. 
ар” __ _ та’а” [а’, а” |1 
а У ="а” 


х ("И 1— ра" 


т’ аа” [а’, И 


ГА У 2" а" # 


Ир" 1 — — р" — /"”) __ 


д” —_ "У 1—р"— 4") —_ 


кУГ-Р”"9”" 


44” _ т’а’а’ [а’, а’ 1 


х (УР ГУТ") + 


т’”'а*’ 'а’’'[а”, а’”" т 


У 2"а" 


х (р" ИТ" 


о в о 


А ЗОО ЗОВИ ЗИК ЗОООИИК ЗОООООИИХ ЗОЖ ЗООООИИИК ЗОО 


7715 р’"' И1—^р"—4”) + 
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108. Эти уравнения имеют место независимо от 


того, каковы значения переменных р’, 4’, р”, 4',..., ибо 
наши формулы не предполагают, что наклонения 
',:”... орбит к неподвижной плоскости очень малы, 


как это было до сих пор во всех формулах, данных 
для движения узлов и для вариаций наклонений; они 
предполагают лишь, что малы взаимные наклонения 
орбит. 

Что касается их интегрирования, то оно вообще 
представляется очень трудным; возможно, что оно 
выполнимо только в случае двух орбит. 

В этом случае положим для сокращения 


т’ а’а” [а’, а” 1 СМ т’а’а” [а', а’ № 
4 к а’ У "а" | 
ИТ р"—ч' —— 4”? ‚уг рав" р”? — 4"”* = у; 


тогда мы получим уравнения 


ар’ ‚ и 44’ ’ ” 
=-—М(у—9'=), З-=М (Ру "=, 
ар” и ’ а " 7 
М (48—49), Г =М(ре-— ру), 


которые дают сначала 
49’ 44” __ 
МР и МР =0 № Е -М ар = 0, 
откуда следует 
№ р’ Мр"=ф, №’ - М9" =с, 


где би с — постоянные. 
Если теперь продифференцировать уравнение 
—=1— р’ — 4'’* и подставить выражения для Ар’, 44', 
то по разделении на х 4: мы получим 


= — М (р ЧР’); 


= — М (7 р"—Р'9’), 
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а отсюда 
ах 


4 
+Ми=о, №+Му=}, 


где /— постоянная. 
Найденные нами интегралы дают 


Мр" =в—Мр’, Ма’=е—М№’, Му=}— М; 
если эти значения подставить в три уравнения 
4 ' / й 
2 +М (Чу— 4) =0, 
а ' м и 
ч+—М (ру- р'2) =0, 
ах и тм 
д + М(Р'4"— ЧР’) =0, 
то мы получим следующие уравнения: 


ар’ , 
че +14. — в#=0, 


4’ , 

“Е р" =0, 
а , , 
ЕН ср’ — 4 —\, 


которые, будучи линейными уравнениями с постоян- 
ными коэффициентами, всегда интегрируемы. 

Аналогичные уравнения мы получим, заменив 
величины р’, 4’, х величинами р", 4", у; но если первые 
три из этих величин нам известны, то с помощью 
трех приведенных выше интегралов мы получим и три 
последних величины. 

Выражения р’, 4’, х в функции { будут содержать 
три произвольных постоянных, а так как постоян- 
ные величины 6, с, | тоже являются произвольными, 
то мы получим всего шесть произвольных постоян- 
ных, которые, однако, сведутся к четырем, так как 
должны быть удовлетворены уравнения 


ра =1, реа у =1; 
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таким образом, мы получим полностью значения четы- 
рех переменных р’, 4’, р”, 4", которые дают положение 
обеих орбит в пространстве. 

Но наш анализ основан на допущении, что взаимный 
наклон обеих орбит очень мал; косинус этого угла 
равен величине (п. 107) 

ху+р’р"-9 т’, 
дифференциал которой на основании приведенных выше 
дифференциальных уравнений равен нулю; следова- 
тельно, эта величина равна постоянной, как мы это уже 
нашли выше (п. 105), и для оправдания приведенного 
выше решения необходимо допустить, что эта посто- 
янная очень мало отличается от единицы. 

Было бы трудно, быть может, даже невозможно, 
таким же образсм разрешить случай трех или боль- 
шего числа орбит; отметим, однако, что, так как 
положение плоскости проекций является произволь- 
ным, эту плоскость можно всегда взять таким обра- 
зом, чтобы наклоны орбит к ней были очень малы, 
ибо их взаимные наклоны должны быть очень малы- 
ми; и если наклоны, будучи очень малыми в некото- 
рый момент, всегда останутся очень малыми, то реше- 
ние, основанное на этом допущении, будет законным. 

109. Если допустить, что наклонения #’,1:”,... 
орбит к неподвижной плоскости очень малы, то и пере- 
менные р’, 4’, р", 4",... будут очень малыми величи- 
нами; тогда в уравнениях пункта 107 между этими 
переменными можно вместо радикалов 


И1—р”"—а” __ —@” Би 1 — — р” — 4”, 

поставить  роото 1, в результате чего уравнения сде- 
лаются линейными и их будет легко интегрировать. 

Указанным путем получаются уравнения, совер- 
шенно сходные с теми, которые были найдены мною 
иным методом в Мётойтез 4е 1’Аса4ёпие Че Веги за 
1782 г. и которые я тоже применил к шести главным 
планетам, дав конечные выражения переменных для 
неопределенного времени; а записки той же академии 
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за 1787 г. содержат, сверх того, то, что относится 
к орбите планеты Гершеля. Следует лишь отметить, 
что в формулах этих записок тангенсы наклонений 
занимают место синусов, входящих в состав значений 
переменных 


р’ = Е зтй’, р”=эир эшй”, ..., 
д’ = шт р’ с05й’, (= зшрг’ с05й", ...; 


однако вследствие малости наклонений это различие 
может не приниматься в расчет. 

Когда известны значения переменных, можно тот- 
час же определить взаимные наклонения орбит, поль- 
зуясь формулами пункта 107; но в случае, когда 
величины р’,4’,р”, 4",... очень малы, эти формулы 
упрощаются. Пренебрегая третьими измерениями упо- 
мянутых величин, мы в этом случае имеем 


и 1 ’ ’ Г 2 ’ 7. 
со8 Г, =1 — 5 (р +9" р” +4") + рр’ 99’; 
а отсюда, в силу тождества 1 — соз [* = 23110? 5 Г, 
Ти же 
п = И (р-р + (9—9); 
точно так же получим 
ТИРЕ”) 


и так далее для других углов. 

110. Для завершения теории вековых вариаций 
остается еще рассмотреть вариацию среднего движе- 
ния, которую в пункте 77 мы обозначили через 4}. 
и которая, если пренебречь квадратом эксцентриси- 
тета е, представляющего собою, согласно допущению, 
очень малую по сравнению с единицей величину, 
и если снабдить буквы штрихами, дабы отнести их 
соответственно к планетам т’, т”, ..., примет вид 


а д(9’)  д(°” 
=-2И “7 а 
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для планеты т’; точно так же мы получим вариацию 
Ч)" для планеты т”, прибавив еще один штрих к тем 
буквам, которые имеют только один штрих, и так 
далее. 

Подставим в этой формуле в соответствии с пунк- 
том 100 вместо функции (9’) сумму (9’), + (9°),; 
как функция (9’), не содержит эксцентриситетов 
е’, е”,..., то мы будем иметь просто 


аи“ Е С, ба | Чт ав 48 


для того чтобы получить однообразную формулу для 


всех планет т’, т”, ..., следует лишь, согласно 


10$ 190 
/ лы 
указаниям пунктов 101 и 104, подставить Я де» т 927 


д(9’), 9(9’, 1 ду 9 (9”), 
2 '’ де’ Й пуда’ ВМеОТО д 
тате чего получится 


вместо ‚ в резуль- 


1 9х 
и де’ 


1 9$ 19% \ 


= —-2 7 т’ да’ ' т’ да’. а а; 


функции Фи Т были даны в тех же пунктах; они 
являются одинаковыми для всех планет. 
ыо если вместо функций, выраженных через г’, 


р’ й'’, е",..., воспользоваться выражениями пунк- 
тов -10 "107, представленными в виде функций т’, 
‚р’, 4’, шт’, ..., следует, согласно „рормулам пунк- 


та 73, вместо е’ подставить Ш” в к —. Этим 


де’ 
путем мы получим 


1 0Ф 1 9 
4) =-2И“ (= ’ да’ + ре би ) 4 + 


1 т’ дф 41° ОФ 
Ига’ \т до’ Гр дп’ 


для получения @4^", 4^’”’, ... следует лишь вместо 
’ 7) 


2’, а’, т’, ш’, п’ взять 2”, а”, т", Ш", п", 


12 %. Лагранж, т. П 
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В этих формулах частные производные по а’ влияют 
лишь на коэффициенты а’а” (а’, а”), а’а" [а’, а"]., 
а’а” [а’, а"]›, а’а””’ (а ‚ а’”),... функций Ф и Т; но 
достаточно вместо них подставить 


д (а’, а”) 


д а” 
эт а’ [а’, а”, а’а” , | 


а’ (а’, а”) + а’а" а) 
9Ф Оу. 
да’’ да’’ 
пункта 88 мы найдем значения частных производных 


и тогда мы получим с помощью же формул 


д (а’, а”) д [а’, а” ] 1 
д 0 '`'' 


Затем сюда следует подставить те выражения для 
п’, п’, р’, 4’, ш’,... в функции Ь которые были 
найдены путем интегрирования дифференциальных 
уравнений пунктов 103 и 109 и которые в упомяну- 
тых выше мемуарах Берлинской академии были даны 
нами для всех планет; так как эти величины выражены 
с помощью рядов синусов и косинусов, то вариации 
4’, 4^”,... поддаются интегрированию; при этом 
постоянные члены дадут в ^', /",... члены, пропор- 
циональные $, которые совпадают со средними движе- 
ниями; а члены с синусами и косинусами дадут ана- 
логичные члены, которые выразят вековые вариации 
этих движений. 

В упомянутых выше мемуарах Берлинской акаде- 
мии, воспользовавшись иным методом, я нашел фор- 
мулы для определения вековых вариаций средних 
движений планет, и они дали мне для Юпитера 
и Сатурна почти незаметные величины; но приведен- 
ные выше формулы являются, пожалуй, более точ- 
ными, и их будет полезно применять к планетам; 
однако этим вопросом я займусь в другом месте; здесь 
же я имел в виду лишь показать применение новой 
теории вариаций произвольных постоянных при опре- 
делении вековых изменений элементов планетных 
орбит. 
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$ 11. 0 вековых уравнениях элементов планет, вызы- 
ваемых сопротивлением очень редкой среды. 


111. Для того чтобы не оставить без внимания 
ничего относящегося к вопросу о вековых возмуще- 
ниях планет, мы должны еще рассмотреть действие 
слабо сопротивляющейся среды, в которой они, быть 
может, движутся или необходимо должны были бы 
двигаться, если бы свет происходил вследствие коле- 
баний некоторой жидкости. Как мы уже видели 
в пункте 79, для того, чтобы принять в расчет сопро- 
тивление, достаточно к величине 6® прибавить члены 


ГУ 412 - г? 4$? (ат дг + г? аФ 6Ф - г? 4Ф8у) 
АДЕН УИ ИИ 


где |’ — плотность среды, которая может быть функ- 
цией г и которую мы должны считать очень малой; 
в приведенном выше выражении следует вместо гиф 
подставить их выражения в функции #, получающиеся 
из формул эллиптического движения планеты, причем 
следует помнить, что символ 4 относится ко време- 
ни 2, а символ 6 —к элементам планеты. 

Так как в данном случае мы определяем лишь 
вековые возмущения, следует, как мы это делали 
и раньше, отбрасывать все периодические члены 
и сохранять лишь одни постоянные члены. 

112. Обозначим, как в пункте 24, среднюю зано- 
малию планеты через 


Е 
и = И (с 


мы видели, что г и Ф—и могут быть выражены 
рядами, из которых первый содержит лишь косинусы, 
а второй — синусы углов, кратных и; следовательно, 
г будет содержать лишь синусы без постоянного 
члена, а АФ — косинусы тех же углов; следователь- 
но, величина 4” -+ г’ 4Ф* будет содержать лишь ко- 
синусы; то же самое относится и к ряду, выража- 


ющему величину У а" -- г" 44*. Таким образом, если 
12 
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положить Г =] (г), то величина ГИ 4? - г* 4$? вы- 
разится с помощью ряда косинусов аргументов, 
кратных и. 

Для того чтобы получить бг и 6Ф, следует в рядах 
г И Ф варьировать коэффициенты косинусов и синусов, 
заданных в функции а ие, и, сверх того, угол и, 
так как последний содержит постоянные а и с. Обо- 
значим через 8 (г) и 8(Ф) те части дг и 6Ф, которые 
содержат вариации коэффициентов; мы будем иметь 


а также 
аФ 
— | . 
6Ф=6(Ф) +=. 8и; 
стало быть, 


т 5 -- т? 4Ф8Ф = 878 (г) + г? аФ8 ($) -| (4 + г? 4$”) е 


Но ясно, что 6(г) будет содержать лишь косинусы, 
а так как 4г содержит только синусы, то 4тд(г) то- 
же будет содержать лишь синусы без постоянного 
члена. Точно так же 8(Ф) будет содержать лишь 
синусы, а так как 6Ф содержит только косинусы, то 
4ФС(Ф) тоже будет содержать лишь синусы. Далее, 
г содержит лишь косинусы, следовательно, г* 4Фб (Ф) 
будет содержать лишь синусы. Поэтому величину 


4т8 (г) + г* аФ3 (Ф), 


содержащую лишь синусы углов, кратных и, без вся- 
кого постоянного члена, нужно отбросить. 


113. Итак, для вековых уравнений мы будем иметь 
просто 


ат 5т - "* аФ8Ф — (7? + 46"). 


; 
Но Чи == 4 -з; произведя эту подстановку, мы полу- 
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чим для членов, которые из-за наличия сопротивле- 
ния среды следует прибавить к 09: 


Г (4? + г? 4$?) и а. ГУ 4/2 + г? 4$? г? 4%. 

о в Иво я у, 
где вместо г и Ф следует подставить их выражения 
в функции 2 или и; в полученных таким путем выра-° 
жениях следует сохранить лишь те члены, которые 
не зависят от синусов и косинусов и. 

В силу свойств эллиптического движения, мы тот- 
час же получим 


"аф=р4=У ва(1—2) 
Чт? + г? 4? = (-- =) са: 


следовательно, рассматриваемые члены примут сле- 
дующий вид: 


1, . 2 ТТ иищщь 
— 81 (;-=) И аи — #Г И--тИа-®ы, 
где 

ИЗ Ибо 
а? 


114. Таковы те члены, которые следует подставить 
вместо 8® в общих формулах вариаций элементов пла- 
нет (п. 74), после чего мы будем иметь 


4а= —а?Г (5-1) ИЕФ, 
4с =Заг (=-.)“ #6 ваь 
ИЕ Бим 


вариации же других элементов 9, й, $ будут равны 
нулю. Отсюда можно, прежде всего, сделать тот вывод, 
что большая ось, или линия апсид, равно как узел 


и наклонение, не будут подвержены каким-либо веко- 
вым возмущениям [*']; следовательно, сопротивление не 


де = 
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сместит орбиты планеты, но будет лишь © течением 
времени изменять большую ось [?*] и эксцентриситет 
и в то же время будет вызывать вековое изменение 
в средней аномалии, зависящей от вариации с. 

Если скомбинировать вместе два первых уравне- 
ния, то мы получим 


Че — _3(@-—с) аа 
2а 
следовательно, 
—с)а 
24а 


разделив на | Г и проинтегрировав, мы найдем 


= Е 


Уз Зум’ 
а так как и=(Ё—с) И =, то мы получим 
Из (9 
и=у8 Уз’ 
(1 
если допустить, что интеграл Е обращается в нуль 
Я 


при и=0; таким образом, все зависит от вариации 
среднего расстояния а. 

Если в первом приближении пренебречь эксцен- 
триситетом е, который предполагается очень малым, 
то мы будем иметь г=а, что дает 


(2 1 1. 
г а Уаз’ 


так как плотность среды Г может быть лишь функ- 
цией г, то она будет функцией а, и первое уравнение 
даст 

да 


ГИ. 
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Предположим, что Г— постоянная величина; проинте- 
грировав, мы получим 
_УА- Уаз 


ГИЕ — 


где А — значение а при # =0; следовательно, 


а=(У А-—тгёу =)", 


и величина и примет следующий вид: 


"Ув \ (ИЯ- ку = в [(уяснув- я |= 


8 5 
1 (28 ‚ 


С-ьиР 


где коэффициент Г должен рассматриваться как очень 


малая величина. 
115. Для того чтобы получить вековое возмущение 


энодонтриситота е, следует в иррациональностях 
3/2 
И —— и (- — =) ‚ входящих в выражение для 


фе, подставить выражение г в функции и и при раз- 
ложении сохранить лишь постоянные члены. Но если 
при этом ограничиться лишь вторыми измерениями е, 
то, согласно пункту 21, мы будем иметь 


е? в? 
г =а (1—е08и+5. —5.00824 ), 
откуда вытекает 
1 1 2 
та + 68и те с0$ 21), 


ИВА (1-+е60зи — о 


4 


туза ние ео) 
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следовательно, отбросив сози и с032и *), мы получим 


ае= —ГИ #(1— мет. 
Если вместо Уа подставить его значение У А-— ГЕ и г 
и пренебречь третьей степенью е, то мы получим урав- 
нение 


4е(/ИА-ГЕУ Е +ГУ веай =0, 


интегрирование которого дает 


е=Е (1—1! и“). 


где Ё — значение е при #=0. 

Но так как существование сопротивляющейся сре- 
ды и в еще большей мере закон плотности этой среды 
являются только гипотетическими, то приведенные 
выше выводы должны рассматриваться лишь как при- 
менение наших общих формул вековых возмущений. 


$ ГУ. 0 движении нескольких взаимно притягиваю- 
щихся тел вокруг общего центра тяжести. 


146. В пункте 6 третьего отдела мы доказали, что 
в каждой свободной системе уравнения движения тел 
системы остаются одними и теми же, относят ли их 
к центру Тяжести системы или же к какой-либо не- 
подвижной точке вне системы. Так, в формулах пункта 
86 можно начало координат т, у, 5, т’, 9’ 2’, ... 
поместить в центре тяжести всех тел. т т, т’,..., 
и тогда на основании свойств центра тяжести мы 
будем иметь три уравнения: 


тт т’ тт”... =0, 
т. + т’ у’ + т’у" т’ у’ -- .. —=0(. 
тт’ т” т"... =0, 


*) Являющиеся периодическими членами. (Прим. Берп- 
рана.) 
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которые тотчас же дают выражения координат тела т 
через координаты других тел т’, т”, ... 

Рассмотрим, в частности, движение тела т’ вокруг 
общего центра тяжести. Так как его координаты т’, 
у’, 2’ независимы, то в формулах упомянутого выше 
пункта величины Г и У можно свести к членам, име- 
ющим множитель т’, которые являются единствен- 
ными, содержащими переменные х’, у’, 2’, и затем 
эти величины разделить на т’. Таким образом, в об- 
щее уравнение можно подставить Г’и У’ вместо Т 
и У, положив 

т’ — Ч ау 4" 
2 44 


и 
У’=т \ В’аь’ + т’ \ И,, а», + т’ \ В+ ..., 


тогда для каждой из трех координат орбиты плане- 
ты т’ вокруг общего центра тяжести мы получим 
уравнение следующего вида: 


Я 6Т 6Т’, би —0. 


Е мия 


где & — какая-либо из этих координат. 

147. Если имеется лишь два тела ти т’, тоЙ’ 
сводится к единственному члену т 'А’4»’, и тогда 
мы имеем 5У’=тАВ’68,', где А’, согласно предположе- 
нию, есть функция р’. 

Для того чтобы получить значение дифференциала 
СУ’ по &, следует продифференцировать переменную 


р =У (2—5 (фу 2), 


Г 


считая переменными лишь т’, у 
вить вместо х, у, 5 их значения 


Го 
‚2, И затем подста- 


т т’ х’ ‚, т’ у’ т’ 5’ 
=. ви ; 9 —- 
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Этим путем мы получим 
50’ И 2'д5’ -уду | 2'02' 
= т о’ ° 
Но с помощью тех же подстановок получается 
ОТ ар р 
6 = —_ Ус у - 2”®. 
Следовательно, положив 
ИУ зу ча=м 
2 
где г’— радиус-вектор орбиты тела т’, мы получим 
, тт’, 
—=—_—__7 , 
т 


и, стало быть, 
х’ох’ 75 2'02' ‚ 
дит 0 ТУ 202 
г’ 
а следовательно, также 4’ = 4’; таким образом, вели- 
чина У’ примет вид т | В’ 4г’, где А’ теперь являет- 
т--т’ 
т 


ся функцией, зависящей от г’ совершенно так, 


как, по предположению, А’ зависит от р’. 

В природе мы имеем Е’, следовательно, сила 
А’, направленная к общему центру тяжести, получит 
знакомое нам выражение „и: Е 

118. Рассмотрим теперь "тучай, когда система 
состоит из некоторого числа тел, превышающего два, 
и для упрощения задачи предположим, что масса т 
намного превышает каждую из остальных массе т’, 
т”’,..., что соответствует случаю планет и Солнца. 
В силу уравнений, данных в предшествующем пункте, 
величины х, у, 2 станут очень малыми по сравнению 
с величинами х’, У’, 2’, 4”,... в отношении масс т’. 
т’... к массе т; поэтому при разложении можно 
будет ограничиться первыми степенями х, У, 2, по 
крайней мере, если мы не захотим принять во вни- 
мание квадратов масс. 
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Так как А’, согласно допущению, является функ- 
цией р’, тои {| В’а»’ будет некоторой функцией |’, 
которую мы обозначим через Р (р’); поэтому величина А 
согласно обозначению производных функций, выра- 
зится через Ё”(р’). Но мы имеем. 


ИРИ 


м Из у а" 
следовательно, 
, , дЕ (г’) _ ОЕ (г) ОЕ (г’) 
Е(’)=Е (г) т дх’ у ду’ —2 92' .\ 


Продифференцировав в смысле символа 6 и рассма- 
тривая при этом 2, у, 2 как постоянные величины, 
мы получим 


ВР (9') = 8 (т) — 28 2 уз 289, 


здесь следует вместо х, у, 2 подставить их выра- 
жения 
ттт" 


п, 
т 
—_ ту’ т’ ту” + ... 
У = т , 
, т’ 5’ т” т" "+ .., 
—_ т 


119. Предположим, что сила притяжения А’ изме- 
няется пропорционально степени р’? расстояния р’; 


тогда мы имеем 
, о’ 

и функция Р (р’) представляет собою однородную функ- 
цию степени ь--1 переменных х’, у’, 2’; тогда, 
в силу свойства этих функций, мы будем иметь 


‚ ОЕ (г’) ‚ БЕ (г’) ‚ ВЕ (г’) _ .^\. 
$ д у д т? 93’ = (+1) Е(? ); 
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следовательно, продифференцировав в смысле симво- 
ла 6 и приняв во внимание, что 


2 ау ва ’_ СЕ (г’), 


мы получим 
59) у р ВЕ (т). 


д’ ' 


Таким образом, если положить для сокращения 
" т" ОЕ (г „ БЕ (г' ‚, ЭЕ (г 
(В) =х С ДЕ (г’) чу 5. ) г). 


+2 5 


‚,› ОЕ (г”) 
+ и 92’ ; 


, 
777 ‚‚, ОЕ ' 
(А’”) =з И 


‚,› ОЕ (г’) 
ду’ 


то после подетановок мы получим 
ВИ р) в (В) (в). 
аналогичным будет значение а 4’ в  иффорон. 


циале 57’ (п. 116); таким образом, для первого члена 
т | В’а»’ величины У’ мы будем иметь 


т \ р’ = (т-Е ит”) Е (г’) + ти (В) -т’"' (В)... 


где 
В+ 

а 

В солнечной системе притяжение планет происходит 
обратно пропорционально квадрату расстояния; таким 
образом, мы имеем 


1 
= —2, Е(”) = — т 


Е (г’) = 


и находим 
(В”) = уу Е гр? 
г. 9т’3 ) 

т'’т ГАР РАГУ ГАРИ ГА гг’ — 0’? 


хх ТУУ +28_ © 
>73 ^ 9р73 — , 


(й”) 
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где 
г" — и 1”? -- у” 2"?, 
, —=У =” у” 2", 


Следовательно, если произвести эти подстановки в вы- 
1 


шо } 
/ 


ражении У’ (п. 116) и принять там также А, =. 


1 
В’ за ВЫ, то для случая, наблюдающегося в при- 
роде, мы получим для движения тела т’ вокруг об- 


щего центра тяжести 
И! — —"= т "<. ег” "`)— 


о, 2т’3 


р’! — | р;'2 
И 

Первый член величины У’, если бы он был един- 
ственным, дал бы, как мы это видели в главе Т, 
эллиптическую орбиту, в которой ве=тр—2т’; а так 
как остальные члены по сравнению с первым очень 
малы, ибо они имеют множителями массы т”, т’”’, ..., 
которые мы считаем очень малыми по сравнению с т, 
то их можно рассматривать как бы происходящими 
от возмущающих сил, действие которых сводится 
к изменению элементов эллиптической орбиты. Таким 
образом, положив, как в пункте 90, 


1 72 р”? 
О’ = т” + г. и) + 


о 2г’з 
петее (а и )+. 
С 9 


можно будет, пользуясь формулами, данными в пункте 
14, определить вариации этих элементов. 

120. Если сравнить величину 9’, которую мы 
только что нашли для движения тела т’ вокруг центра 
тяжести системы, с величиной 9’ для движения того 
же тела вокруг тела т, то мы увидим, что эти вели- 
чины схожи между собою: радиусами-векторами орбит 
являются в последнем случае р’, р’,..., а в первом 
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ГУ 


случае —г’, г”,...; при этом величины р,, р,’ в обоих 
случаях являются одними и теми же, так как они 
представляют расстояния тела т” от остальных тел 
т’, т"”',...; различие заключается лишь в Том, что 
при замене величин р’, р”,... величинами г’, Г", ... 
следует взаимно заменять величины г’, Г’, равно как 
величины г’, г”’, и так далее. Но когда мы опреде- 
ляем лишь вековые возмущения элементов, как мы 
это сделали для орбиты т’ вокруг т, то легко видеть, 
что для обеих орбит мы получим одно и то же зна- 
чение (9’) и, следовательно, одни и те же формулы 
для этих вариаций, что представляется весьма заме- 
чательным. 


Впрочем, в найденной выше величине @’ можно 
и г’? г’? 
было бы опустить члены —Шов—Т’” в...) 


так как они имеют тот же вид, что и первый член 


т-—2т’ , 
———— величины У’, и их можно было бы соеди- 


г. 
нить с этим членом, который принял бы тогда есле- 
дующий вид: 


1 т” т!’ 
2 (тт "т". ...); 


таким образом, тело п’ описывало бы вокруг центра 
тяжести такую орбиту, как если бы в этом центре 
находилась масса, равная 


следовательно, возмущающие силы этой орбиты при 
прочих равных условиях были бы меньше возмуща- 
ющих сил орбиты того же тела т’ вокруг наиболь- 
шего тела т. 


и 


що 


ОТДЕЛ ВОСЬМОЙ. 


О ДВИЖЕНИИ НЕСВОБОДНЫХ ТЕЛ, 
ДЕЙСТВУЮЩИХ ДРУГ НА ДРУГА 
ПРОИЗВОЛЬНЫМ ОБРАЗОМ. 


1. В предыдущем отделе мы предполагали, что 
тела свободны и что, следовательно, они допускают 
все движения, которые им стремятся сообщить уско- 
ряющие силы. При этом предположении координаты 
каждого из тел могут рассматриваться как независи- 
мые переменные, и каждая из них дает уравнение 
вида (отд. УП, п. 1) 


ат ТВ 0 
84а 6 Тб 

В том случае, когда тела несвободны, т. е. когда 
они вынуждены двигаться по заданным поверхностям 
или линиям, или связаны друг с другом нитями или 
стержнями, либо их движение стесняется иным каким 
угодно образом, —эти условия, будучи выражены ана- 
литически, могут быть всегда сведены к условным 
уравнениям между различными координатами рассмат- 
риваемых тел; при посредстве этих условных уравнений 
некоторые из координат приводятся в зависимость от 
других и могут быть выражены с помощью функций по- 
следних. Таким образом, тогда мы имеем меньшее число 
независимых переменных, но каждая из них дает еще 
Такое же уравнение, как если бы она принадлежала 
свободному телу. Итак, те формулы, которые мы дали 
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в пунктах 1 и 2 предыдущего отдела, послужат для 
нас основой и в настоящем случае. 

Какова бы ни была связь между телами, мы имеем 
также уравнение живых сил 


Т+У=Н. 


2. Если бы движение происходило в сопротивля- 
ющейся среде, то, как мы видели в пункте 3 того 
же отдела, пришлось бы для учета сопротивления А 
прибавить к 6У для каждого тела т члены 


4265 -- 4уду + 4303 . 


ПВ 45 ) 


таким образом, нам надлежало бы лишь выразить 
дифференциалы 8х, бу, 62 через дифференциалы новых 
независимых переменных. 

Этому преобразованию можно придать общий вид, 
пользуясь анализом пункта 4 отдела ТУ; в самом 
деле, если новые переменные обозначить через &, %, 5, 
то, как мы видели, величина Чхдх | дубу + 4282 пре- 
образуется В 


Ра 0: С (48$ + 448) + На + 1 (4 65 + а.ф8&)-..., 
откуда ясно, что коэффициентом 56 является 
РаЕ- С 4% + 14$. 


Если символ 6 заменить символом @, то преобра- 
зование выражения 45’ -- 4у* -- 42° даст 


Ра + 26 4Е 4% На + 214 а® +..., 
а если это преобразованное выражение обозначить 
через Ф, то ясно, что мы будем иметь 


6Ф 
Ра + С 49+ 14? = уд. 


Отсюда следует, что вообще 
ОФ 9: 


ат 6х -- Чу ЗУ 4188 = Бр + аъ + 55а: 


“ 
02. 
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Так как сопротивление жидких тел, вообще го- 
45 
воря, пропорционально квадрату скорости 7, (где 


$ — пройденное телом расстояние), то если через Г 
обозначить плотность жидкости, мы ‚будем иметь [?] 


В = го, 


и к 6У придется прибавить члены 


| 4х бт -- ау бу + 4202. 

41? 
Следовательно, если сохранить значение буквы Т. 
пункта 1 предыдущего отдела, иам придется лишь 
прибавить к 6У члены 


р ОТ > 
5: за +8 от. 
и затем вместо т, т’, т”,... поставить Г4$, Г’а$’, 
Г”43",...; всамом деле, сопротивление пропорциональ- 


но не массе, а лишь поверхности, поэтому сопротивле- 
ния, которые испытывали бы тела т, т’, т”, ..., 
если бы они двигались со скоростью, равной единице, 
следует выразить лишь в функции Г, Г’, Г", 

Таким образом, уравнение пункта 1 относительно $ 
примет следующий вид: 


сТ + Г 


4 де — Е Е 


однако уравнение живых сил в данном случае уже 
не будет иметь места. 

3. Вместо того, чтобы, пользуясь условными урав- 
нениями, вытекающими из природы задачи, свести 
все переменные к меньшему числу независимых пе- 
ременных, можно все переменные прямо трактовать 
как независимые, и если 


[=0, М=0, 


13 к. Лагранж, т. 11 
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представляют собою условные уравнения между этими 
переменными, то достаточно к уравнению, относяще- 
муся к каждой иэ этих переменных, прибавить члены 
следующего вида: 
1. ты и ... 
05 ‘05 


Таким образом, мы получим по отношению к любой 
переменной $ уравнение 


т от в’ а эм 
Ч На ТЕН Е Н...=0, 
где ^, и... Неопределенные величины, которые 


надлежит исключить с помощью условных уравнений. 

Что касается этих последних, то мы уже отме- 
тили, что они не должны обязательно представляться 
в конечной форме: достаточно, чтобы они являлись 
дифференциальными уравнениями первого порядка; 
заменив затем символ 4 символом 0, мы получим 
также частные производные по каждой из перемен- 
ных 6. 

Наконец, если бы система состояла из бесконечно 
большого числа частиц, произвольным образом свя- 
занных друг с другом, то по отношению к членам, 
вытекающим из условных уравнений, следует при- 
держиваться тех же правил, которые нами были из- 
ложены в отделе УТ «Статики» (п. 10), так как в об- 
щей формуле движения эти члены являются теми же, 
что и в общем уравнении равновесия. 

4. После того как, таким образом, задача све- 
дена к известному числу независимых переменных, 
мы получаем для каждой из этих переменных диф- 
ференциальное уравнение второго порядка, интегри- 
рование которого введет две произвольные постоянные 
величины; таким образом, полное решение будет со- 
держать дважды столько произвольных постоян- 
ных, сколько имеется независимых переменных, и 
эти произвольные постоянные надс будет определить 
из начального состояния системы. Но если во время 
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движения системы одно или несколько из тел, вхо- 
дящих в состав этой системы, в какое-либо заданное 
мгновение получит какие-либо импульсы со стороны, 
то эти импульсы, действующие лишь в течение мгно- 
вения, не изменят вида уравнений, но повлияют на 
значения произвольных постоянных [**]|; однако если бы 
импульсы оказались бесконечно малыми и непрерывно 
действующими, то произвольные постоянные переста- 
ли бы быть постоянными величинами и сами пре- 
вратились бы в переменные. 

В главе П предыдущего отдела мы уже дали 
теорию вариации произвольных постоянных для сво- 
бодных тел и применили ее к элементам планетных 
орбит; настоящий отдел мы начнем с того, что обоб- 
щим эту теорию и сделаем ее применимой ко всякой 
системе тел, действующих друг на друга. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
постоянных ПРИ ДВИЖЕНИИ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ 
ТЕЛ, ВАРИАЦИИ, ВЫЗЫВАЕМОЙ ИМПУЛЬСАМИ 
КОНЕЧНЫМИ И МГНОВЕННЫМИ ИЛИ БЕСАОНЕЧНО 
МАЛЫМИ И НЕПРЕРЫВНО ДЕЙСТВУЮЩИМИ. 


5. Обозначая через &, Ф, 9... независимые пере- 
менные, к которым будут сведены все координаты 
4, у, 2 тел системы с помощью условных уравнений, 
зависящих от связей между телами, можно каждую 
постоянную величину[*°] всегда выразить с помощью за- 


р 


данной функции $, $, ©,... и производных 1, 
а 4 
о °.: Но конечные переменные & 9, ©®,... за- 


висят только от мгновенного положения тел в 
пространстве и, следовательно, не могут испыты- 
вать какого-либо изменения под влиянием внешних 
импульсов. Таким образом, под действием этих 


13* 
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импульсов могут лишь измениться значения произ- 
4 .4% 4: 

4’ а’ а `" 

‚ Редположим, что эти производные превратятся 


водных 


у Г 


В С ео, о, ...; приращения &, 9 9,... 


будут обязаны своим происхождением импульсам; они 
будут представлять собою скорости по направлению 
координат &, %, $9, ..., вызванные импульсами в пер- 
вое мгновение; эти приращения скорости нам и пред- 
стоит определить. 


Пусть Р, О, А,...— импульсивные силы, прило- 
енные к каждому телу т системы по направлениям 
линий р, 4, г,... и стремящиеся их сократить, и 


пусть х, у, 2— начальные скорости, которые под их 
влиянием получило бы данное тело по направлениям 
ого прямоугольных координат т, у, 5 и притом в сто- 
рону возрастания этих координат, если бы вся систе- 
ма находилась в покое; тогда, согласно пункту 11 
отдела П, мы получаем уравнение 


Вт (т бе-Рузу--282)—№ (Рар-- ОА +...) =0, 


которое должно оставаться в силе независимо от ва- 
риаций 0, 6$, 69,... каждой из независимых пере- 
менных; таким образом, остается лишь подставить 
в это уравнение значения х, у, и р, а, г,... вфунк- 
ции 8, 9, $,..., принимая во внимание, что скоро- 


сти с, У, 2, подобно всем скоростям, могут быть вы- 
дх 4у 42 
ар’ а? аЕ' 

С помощью указанных подстановок мы получим 
преобразованное уравнение 


ражены через 


№ т (5 бе--у ву-+-282) = но -- Г 6ф-- Фбо-.. 


и если по примеру пункта 62 (предыдущего доли) 
положить 


= —№(Р8р1+04+В"+...), 
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то мы получим следующие уравнения: 


число которых будет равно числу переменных &, $, ©,... 
Но легко видеть, что величины я, 1, Ф.... 
будут функциями & $, ©... и их производных 
4 ‘аф а 
4’ а’ 4’ `°°` 
собою не что иное, как начальные скорости, которые 
мы выше обозначили через $, %, $,... и которые, 
стало быть, можно определить с помощью приведен- 
ных выше уравнений. 


и что эти производные представляют 


. ® . ах ду 
Так как величины х, у, 5 равносильны 9 4} 
$ ® © ® с ° к 
3: ТО величина хх--убу--262 может быть также 
выражена через 
4х 0х + 4ауду-- 4502 
[91 у 


а из доказанного нами выше (п, 2) следует, что если 
в формулу 
4х? -- 41? + 42? 
1' — & у 
АЕ? 


вместо т, у, 2 подставить их выражения черсзс, ®,э,... 


. а . 
и если подставить & вместо 26 $ вместо 


4’ 1 4’ ' 
4? 
сто ;, то мы получим путем частного дифферен- 


цирования по $, $, ©,... 


в-2Г Г ФОТ. 
дЕ 94} 95 


- и для определения Е, Ф, Ф, ... Мы будем иметь урав- 
нения 
т _в8 от № от _ 8 


—— — 
. 


9: 8Е’ 9 8%’ д 06’ ’°°’ 
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при этом отметим, что указанные неизвестные входят 
здесь только в первой степени, так как в выражение 
для Т они могут войти лишь во второй степени. 
Таким образом. действие мгновенных и конечных 
импульсов Р, 0, А,... сводится к увеличению зна- 
4 а4ф 4 
4’ а’ &’``' 
для произвольных постоянных задачи — на величи- 


ны &, ф, ©,... 
6. Для того чтобы настоящую теорию применить 


К случаю очень малых и непрерывно действующих 


чений производных —в выражениях 


импульсов, заменим Р, 0, В,... величинами РаЁ, 
Од, ВаЕ..., в результате чего 6® превратится в58 (Е, 
а величины &, ®, ©... станут очень малыми вели- 


чинами первого порядка; произвольные постоянные 
станут непрерывно изменяющимися величинами, а ве- 


личины 6, 9, 9... будут представлять собою вариа- 
ции , 9$ 9 жениях для этих постоян- 
2 4’ а,’ -.: В выра ях д 


ных; таким образом, если а является одной из по- 
стоянных величин. ставших переменными, то, положив 


(13 7 аф , 42 ‚ 
й=$°, = ‚ =... МЫ будем иметь 

да: да : да 
при этом конечные переменные $, $, $,... не претер- 
пят никакого изменения; остается лишь вместо 
с, Ф,ф,... подставить их значения, выведенные из ука- 


занных выще уравнений; однако в рассматриваемом 
случае эти уравнения могут быть приведены к бо- 
лее простому виду, исходя из нижеследующего рас- 
суждения. 


Если переменные &, %, $,..., равно как производ- 
ные &', %'’, $’,..., рассматривать как функции про- 
извольных постоянных а, 6, с,... и времени # и если 


символом 6 обозначить их вариации, являющиеся 
результатом варьирования этих постоянных, то мы, 
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очевидно, будем иметь 
06 =0, 6ф = 0, 02 = 0, 11’ =, 6’ =, 05 =ф,. , 


а так как частные производные ай от ‚... содержат 
95 094 

лишь первые измерения &, $, Ф,. .., То легко видеть, 

что они могут быть сведены к =, б т = если 7 

рассматривать как функцию Е’, %', ®'’,... Стало быть, 


рассматриваемые уравнения примут следующий вид: 


т _в0 ат _ д. сэт 89 
Е’ = вЕ 41, ‘ар = 2 Ч бу =<-аЬ..., 


и мы будем иметь 


да цз, ди 
— Е’ С / р / 
Ча = уст 6 г 5 “9 + ду 9$ -..., 


куда надо подставить значения 64’, 64°’, 05'’,... полу- 
ченные из этих уравнений. 

Если затем частные производные 9 по &, $, $,... 
заменить частными производными по постоянным 
а, 6, с, ..., то мы придем к формулам, которые будут 
аналогичны формулам пункта 60 предыдущего отдела 


и в которых коэффициенты .. будут обла- 


908 

да ’9Ь’` 
дать тем свойством, что они будут независимы от 
времени #; однако прямое доказательство этого особого 
свойства очень трудно, как в этом можно убедиться 
из прекрасного мемуара Пуассона по данному вопросу, 
помещенного в томе УШ ]опгпа! 4е Г Есе РоШесв- 
п14ие;. возможно, что этого доказательства никогда и 
не пытались бы найти, если бы наперед не было 
уверенности в справедливости этой теоремы *). 


*) См. дополнение УП в конце | тома. Коэффициенты 
д д 


величин -_, 5р,... Представляют собою в точности выра- 


жения, рассмотренные в этом дополнении. Можно легко дока- 
зать, что они являются постоянными величинами, но Лагранж 
правильно отмечает, что было бы трудно попытаться опре- 
делить их а р!1ог1. (Прим. Бертрана.) 
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Так как в У отделе мною была дана полная теория 
вариации произвольных постоянных, то я на этом 
здесь больше останавливаться не буду; сделаю лишь 
дополнительно два замечавия, касающиеся формул 
настоящей теории. 

‚ 7. Первое замечание относится к общей формуле 
пункта 11 упомянутого отдела, которая, если положить 
для упрощения 


ЭТ 7! 9Т ___ И ОТ __ 77’ 
ег = Г» эф" = 1", де’ =Т )....; 
сведется к 


ДО 41 = ДЕ6Т' + ФОТ" Дог” +... 
— АТ’ — АТ” —оАТ”'—..., 


где символ 6 указывает на вариации, при которых 
все постоянные а, 6, с,... рассматриваются как пере- 
`менные, но символ А может относиться безразлично 
к каждой из этих постоянных. Если этот символ 
сначала отнести к какой-либо из этих постоянных 
величин, например к а, и разложить вариации, 0бо- 
значенные символом 8, то мы тотчас же получим 


следующую формулу: 
Е = а, Ь] 46 - [а, с] ас + [а; МаЁ-..., 


в которой 
_ дЕФТ’ 9%9Т”  дздТ”’ 
а, 61 = од 5ь Нда 95 Ра 95 
ОТ’ 05 ОТ” 9% ЭТ” 9? _ 
— да 04% 0 45 '’*” 
_ ЕТ’, 940Т” ‚ д дТ"" 
а, С] — бабе На 95 Ка ` до 
ЭТ’ 9Е ОТ”0ф ОТ" 9% _ 
— дбаде да 4 да дс 
и где значения коэффициентов [а, 6], Га, с],... ста- 
- новятся независимыми от # после подстановки &, ®,$,..., 
выраженных через а, 6, с,... и Ё. 
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Указанным путем мы получим те формулы, к ко- 
торым я впервые пришел в «Мемуаре о вариации 
произвольных постоянных в задачах механики» 
(Мёто!те зиг 1а {ёоме 4е ]а уаг1аМоп 4ез сопзфап- 
фез агрИга1тез апз 1ез ргор1ётез 4е шёсап1дие *). 

Пуассон затем нашел более непосредственные фор- 
мулы, приводящие к тому же, что и формулы, данные 
мною в пункте 18 отдела У, однако, хотя формулы 
Пуассона представляются более простыми, так как 
они дают прямо значения вариаций 4а, 46,..., между 
тем как при других формулах их приходится получать 
путем исключения, тем не менее это преимущество 
является лишь кажущимся, как мы уже это отметили 
выше (отд. УП, п. 66); можно даже утверждать, что 
во многих случзях преимущество оказывается целиком 
на стороне приведенных здесь формул, так как они 
не требуют никакого предварительного преобразования 
и так как они могут быть непосредственно применены 
во всех тех случаях, когда мы имеем выражение 
каждой переменной в функции времени, в которое 
произвольные постоянные входят каким угодно обра- 
зом; в силу этого я и счел необходимым их здесь 
воспроизвести. 

8. Второе замечание касается применения, которое 
можно дать этим формулам по отношению к природе 
возмущающих сил. Мы всегда предполагали эти силы 
такими, что если их умножить на элементы их на- 
правлений, то сумма этих произведений будет ин- 
тегрируемой и сможет быть выражена с помощью 
некоторой функции независимых переменных, которую 
мы обозначили через — 5. 

Но в пункте 62 предыдущего отдела мы уже отме- 
тили, что, каковы бы ни были возмущающие силы 
А, О, Р, ..., достаточно положить 


—80 = Ат -- 039+ Р%р-..., 


*) Оепугез де Гастапое, 6. УГ, р. 774 и 809. (Прим. Берт- 
рана.) . 
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если частные дифференциалы в смысле символа 0 
отнести только к переменным г, 4, р,... 

Вообще говоря, для правильности формул вариаций 
не обязательно, чтобы возмущающие силы, предста- 


вленные нами с помощью частных производных 
02 00 д .. 
Е 90' 0.’ '.° действительно были частными произ- 


водными одной и той же величины. Можно допустить, 
что эти силы выражены с помощью каких уррщно 
величин, которые мы обозначим через ©’, 9”, ©’””. 


в таком случае в формулах пункта 11 отдела \У мы 
будем вместо АО иметь 
’ Г 
О’ДЕ- ОАО О’ ..., 


5 


и уравнение предыдущего пункта примет следующий 
ВИД: 


(О’ДЕ-- 9" Де...) = 
— +. ЛЕТ" + АФЗГ" - АЗЗТ"" +. 
— ЗЕАТ’ — ЗАТ" — 648 ТГ" — 


откуда, относя символ А к произвольной ностоян- 
ной а, мы точно так же получим 


(®'5 ое" 5 Ст ‚. )@= 
= [а, В, с] ас-+ [а, Е аЕ+..., 


.) 


рассматривая переменные &,%,т,... как функции 
а, 6, с, КЁ, .. 

То же самое будет иметь место и для формул 
пунктов 14 и 18 того же У отдела, если всюду 
поставить 


О’ 9" ао 9’ аФь. 


вместо @® и отнести к переменным &, $, ф,... част- 
ные производные ®@ по постоянным а, 3, \,..., А, т, У, ... 
или а, 6, с, К, 

9. Наконец, можно отвлечься от возмущающих сил 
и рассматривать функцию —@ лишь как величину, 
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которая, будучи прибавлена к функции У основных 
сил, вызывает вариации произвольных постоянных 
при движениях, получающихся под действием этих 
сил. А так как при исчислении этих вариаций 
играют роль лишь частные производные ® по не- 
зависимым переменным & Ф, ф, ..., то нет необ- 
ходимости в том, чтобы дифференциал 4® был 
точным дифференциалом; достаточно, чтобы вхо- 
дящие в его состав дифференциалы сами по себе 
были точными дифференциалами, из которых мож- 
но получить частные производные по перемен- 
ным &, $, $, ... 

Подобное расширение наших формул, о котором 
мы уже упомянули в предисловии к | тому, может 
оказаться полезным во многих задачах, где возму- 
щающие силы являются функциями не только неза- 
висимых переменных &, %, 9, но и их производных 
4 @ф 4 и времени {; наприме б - 
оо, ..: р ример, если бы, раз 
решив какую-либо задачу механики в пустоте, мы 
захотели бы принять в расчет сопротивление среды, 
как мы это сделали в предшествующем отделе по 
отношению к планетам. 

Однако это расширение не может иметь места по 
отношению к основным силам, входящим в состав 
дифференциальных уравнений, при интегрировании 
которых появляются произвольные постоянные вели- 
чины. Эти силы, будучи умножены соответственно 
на элемент своего направления, должны всегда 
позволить образовать интегральную величину, кото- 
рую мы обозначили через У (отд. ТУ, п. 9) и. которая 
должна быть функцией независимых переменных, но 
не их производных; в противном случае не могло бы 
иметь места приведение этих уравнений к виду, ука- 
занному в пункте 2 отдела У, и анализ $ [ того же 
отдела перестал бы быть правильным; однако ничто 
не препятствует тому, чтобы выражения этих сил 
содержали время #; в самом деле, так как величина У 
исчезает в частных производных функции й =Т-—У 
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по &’, ф’, $’, ..., то окончательный вывод пункта 7 
всегда будет в силе, ибо он оказывается независимым 
от У. Но он потерял бы свою силу, если бы эта 
величина была функцией Ё, 9, ‹,... и 5, ф,... 

Перейдем теперь к разрешению нескольких част- 
‘ных задач. 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


О ДВИЖЕНИИ ТЕЛА ПО ЗАДАННОЙ ПОВЕРХ НОСТИ 
ИЛИ ЛИНИИ. 


10. Когда рассматривают только одно изолирован- 
ное тело, можно отвлечься от его массы или принять 
-ее равной единице; в этом случае мы имеем, как 
и в пункте 3 предыдущего отдела, 


4х? -- ау? + 42? ® е/ © х 
= У = Ат 054-+-Рёр-... 


Уравнение поверхности ‘дает 2 в функции хи у; 
следовательно, мы имеем 
93 дз 
4; = —- ах - =- ау; 
дх - ду У, 
ссли переменные х и у рассматривать как независи- 
мые, то каждая из них дает уравнение следующего вида: 


ОТ ТР 
4 ато За Те. 0; 
4 Т дает прямо ат лен ^^, кото- 
член 57: величины 7 дает пр Е › Ч База › К 


рый рассматривается как функция х, у и 41, ау, дает 
сначала два слелующих члена: 


93 
4 (4:5. ) 18422. 


ЧЕ? 2 дхаё? 
Н 0: Т то же, ч 02 1 8 11 о 22 842 или 
о 5. Это — ‚ что, а ч.42 равн я 
4: 45: 


—.—; следовательно, рассматриваемые два члена 
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2 


03 
е5,; Таким образом, уравнение, соответ- 
ствующее х, принимает следующий Вид: 
42% 423563 
97 Г —0: 
4? Гай Г. 


сводятся к 


аналогично мы имеем для у 


425 63 
т +, ‚= 0. 


Если бы тело было вынуждено двигаться по за- 
данной линии, то у и 2 были бы функциями х; член 


фу? 
>= Выражения для Т дал бы следующие члены: 


ау 
а (4и3" 16 
2 бла 


42 8 
которые тем же путем свелись бы к а точно 
так жо члон дал бы 228 и мы получили бы 

' 24 Л ” а дх’ у 
для 1, которая была бы единственной переменной 
величиной, урариение 


4?у бу › 4?з 03 
а дд Га а = 


Из приведенного выше анализа видно, что всякий 
2 


член величины Г, имеющий вид А где 2 является 


а?’ 
заданной функцией двух других переменных х и у, 
дает 


азГ _8Т _ 473 65 
‘бах 6 “аб ’ 
т оэ 42 62 
эй — з9= Кава. 


Эти иреобразования могут оказаться полезными во 
многих случаях. 

11. Если вместо прямоугольных координат т, у, 
мы захотим воспользоваться (для поверхности) 
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радиусом ги двумя углами $ и %, как мы это сделали 
в пункте 4 предыдущего отдела, то будем иметь 


Т = г? (44? - с052 ф 422) + 4г? 
о 24? 


где г задано в функции ф и ф уравнением поверхности, 
а относительно ф и © мы будем иметь два уравнения 
следующего вида: 

6Т 

(1 


фо 


аг? 4?г бт 
Член 5: величины Т даст т; 3$ Относительно ф 
2 
и с ?, относительно $Ф, и мы получим два следующих 
уравнения: 
27 г? п созаР ат 6г —_ 
а Г 41? тар 
и ов фа? , 42г дг 
Ч — а > =0. 


Пользуясь обычными методами, мы пришли бы к этим 
уравнениям лишь в результате многочисленных пре- 
образований. 

12. Следует отметить, что уравнение 


Т+У=Н, 


имеющее место всегда, когда тело находится только 
под действием сил, пропорциональных функциям их 
расстояний от центров, дает прямо скорость телав лю- 
бой точке описываемой им кривой; действительно, если 
и — скорость и $ — описанное расстояние, то мы имеем 
__ 48 __ У 422+ 4/1 +42? . 

а _ 4 
стало быть, 


и, следовательно, 


и=У 2(Н-У)}; 
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таким образом, если У — конечная функция коорди- 
нат, то скорость зависит лишь от положения тела 
в пространстве. 

Когда тело не находится под действием какой-либо 
ускоряющей силы, мы имеем У =0, и скорость стано- 
вится постоянной. Так как мы доказали вообще, что 


интеграл \ и 4; является всегда максимумом или ми- 
нимумом в заданных пределах (отд. Ш, п. 39), то 
и величина \ 4, или $, т. е. длина кривой, описы- 


ваемой телом, будет также максимумом или миниму- 
мом, но ясно, что она может быть только минимумом *), 
так как максимум здесь не может иметь места. Отсюда 
следует известная теорема, что тело, брошенное на 
какой-либо поверхности, описывает на ней всегда 
кратчайшую линию между заданными точками. 

13. Однако при разрешении подобного рода задач 
зачастую бывает проще рассматривать все координаты 
как независимые переменные и пользоваться уравне- 
ниями заданной поверхности или линии как услов- 
ными уравнениями; последние, будучи представлены 
в виде 


Г-=0, М=0, 


дадут просто для каждой переменной члены 7\8[. 
и „6М, которые должны быть прибавлены к 9, при- 
чем ^\, в являются неопределенными величинами 
и подлежат исключению. 

Из того, что было нами доказано в пункте 5 отде- 
ла [У «Статики», следует, что каждый член, например 
^6Г., может выразить момент силы, равной 


КИ 27-27. +28 ОТ | 01” 91,2 
957 9? Г 02? 

*) Этот прием рассуждения недопустим, так как можно 
рассматривать и такой случай, когда не существует ни макси- 
мума, НИ минимума. Можно прямо доказать, Что между двумя 


бесконечно близкими точками всегда существует минимум. См. 
дополн. статью в конце настоящего тома. (Прим. Бертрана.) 
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и действующей перпендикулярно к поверхности, 
уравнение которой выражается через СЁ -==0; следо- 
вательно, эта сила не может быть иной, чем та, кото- 
рая возникает вследствие сопротивления, оказываемого 
телу поверхностью, и которая равна давлению, произ- 
водимому телом на поверхность. 

Таким образом, коэффициент ) служит для опре- 
деления давления тела на поверхность, заданную 
уравнением Г, =0; если же тело движется по заданной 
линии, то мы будем рассматривать последнюю как 
получающуюся в результате пересечения двух поверх- 
ностей, выраженных уравнениями Г =0, М =0; два 
коэффициента Х и вы послужат тогда для определения 
давлений, производимых телом на данную линию 
перпендикулярно к обеим поверхностям. 

14. Вообще член ^8Г, можно уподобить члену ЭЙ; 
а так как 


у =В8"-+ 044, 


где А, О,... являются силами, действующими по 
линиям г, 9,... И стремящимися их укоротить, то 


если Г является функцией координат &, %, 9, мы 
имеем 


и члены ме л2Е х 22 выра 
дЕ ) 9ф у ‘ д? р жают СИЛЫ, получаю- 


щиеся в результате сопротивления поверхности, урав- 
нение которой Ё-==0, по направлениям координат &, 
ф, Ф*), и стремящиеся укоротить эти координаты. 
Если бы уравнением поверхности было &==а, где 
а является величиной постоянной, чего всегда можно 


*) В «Статике» мы неоднократно отмечали, что эти 
утверждения носят слишком абсолютный характер. См. приме- 
чания к стр. 60, 67, 133 и 153 предыдущего тома. В данном слу- 


чае будет уместно сделать гакое же замечание. (Прим. Берт- 
рана.) 
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добиться путем выбора координат, то мы имели бы 


$ а, Е , 6ф } 62 0, 


и уравнение, относящееся к & (п. 3), приняло бы 
следующий вид: 


т от 0. 
ЧЕ АНи 0; 


уравнения, относящиеся к двум другим переменным, 
не испытали бы никакого изменения. Таким образом, 
мы тотчас же получим давление ). тела на поверх- 
ность, положив в выражении для ^ 
а 
Е 64 0Е’ 
6=а и %&=0. 


Так как применение наших общих формул не 
вызывает никаких затруднений, ограничимся приве- 
дением одного или двух примеров. 


$ Г. 0 колебаниях простого маятника заданной длины. 


15. Возьмем начало координат в точке подвеса 
маятника и ось 2-ов предположим направленной по 
вертикали сверху вниз; однако вместо прямоугольных 
координат 1, у, 2 возьмем радиус г, Который служит 
длиной маятника, и два угла ф и ©, из которых пер- 
вый является углом наклона маятника к вертикальной 
линии, а второй представляет собою угол, описывае- 
емый маятником при вращении его вокруг вертикаль- 
ной линии. В таком случае мы будем иметь 


т —=г311 Ф с05ф, у=гЯшф8шо, 2=7г6055, 
и величина Т, в силу постоянства г, примет вид 
Т — г? (3112 ф 42? + 44?) 
—_ 24? | 


Следует отметить, что применяемый здесь нами 
угол Ф является дополнением до 90° угла $, который 


14 Ж. Лагранж, т. ПИ 
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мы применяли до сих пор и который выражал угол 
наклона радиуса г к горизонтальной плоскости, между 
тем как в настоящем случае он выражает угол на- 
клона к вертикальной линии. 

Сила А, направленная к центру радиусов г, равна 
нулю; сила О может быть рассматриваема как сила 
тяжести, которую обозначим через &; так как она 
должна действовать параллельно координате 2 и стре- 
миться увеличить эту координату—в то время как 
сила (0, по нашему представлевию, стремится умень- 
шить расстояние 4, — следует положить 


44 = — 43 = — 4 (г с0$3), 
считая, что центр этой силы удалился в босконеч- 
ность. Таким образом, мы будем иметь просто 
А —_ & __ ® И 
СУ = — 801 с03 $ = ат 511 05%. 
Стало быть, уравнения относительно % и © по разде- 
лении на г’ дадут 


42ф Ям ф с0$ фа2? 8. __ 
де ай +9 Ф=0, 
а ($11? фа?) _ 0 
ОИ ИО 
Второе из этих уравнений имеет интеграл 
$102 ф 4? _ 
РТ =С, 


а если значение 42, найденное из этого уравнения, 
подставить в первое, то оно примет вид 

2 2 

4?ф С? соз ф 8 


— : — чо =0; 
412 И И Бои 0 


умножив последнее на 24% и проинтегрировав, 
получим 
44? С? [4 
8 = 
ат Рэиеф г 608% =, 
где Си ЕЁ — две постоянные, зависящие от начального 
состояния. 
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Последнее уравнение тотчас же дает 


эп фаф 


ЧЕ — , 
И (в+2-= 0$ +) 8102 ф — С? 
С 
а так как из первого мы имеем 42= шеф, ТО мы 
получаем 
Са 
4$ ы , 


——_М—— = _- и 
т ф И (=+ —- соз +) $112 ф — С? 


в этих уравнениях переменные разделены, но правые 
части их могут быть проинтегрированы лишь путем 
спрямления конических сечений ["°]. 

Уравнение относительно Ё и ® дает время, затра- 
чиваемое маятником на то, чтобы описать в верти- 
кальной плоскости угол %; уравнение для $ и Ф дает 
кривую, описываемую телом, образующим маятник; 
эта кривая представляет собою некоторый вид сфери- 
ческой спирали. Положив гЯяпф=р, мы получим 
уравнение, которое будет уравнением проекции этой 
спирали на горизонтальную плоскость; это будет 
уравнение между радиусом-вектором р и углом $, 
описанным этим радиусом вокруг вертикальной линии. 

16. Если величину, стоящую под знаком корня, 
приравнять нулю, то мы получим уравнение 


(Е соз%) $10° ® — (С*=0, 


которое даст наибольшие и наименьшие значения 
угла наклона %. В силу равенства 811* $ =1 — с08* $, 
это уравнение будет уравнением третьей степени по 
отношению к неизвестной с0$ф; следовательно, оно 
будет заведомо иметь один вещественный корень; но, 
в силу самой природы задачи, легко видеть, что не 
может существовать максимума $Ф без того, чтобы 
одновременно не существовало и минимума, и наобо- 
рот. Отсюда следует, что все три корня обязательно 


14* 
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будут вещественными *), причем два корня дадут 
максимум, а третий даст минимум. 

Обозначим через «и В наибольшее и наименьшее 
значения ф; тогда мы будем иметь два уравнения: 


2 . 

(Е+ -4 05а ) $110* & — (*=0, 

28 2 2 __ 
Е -+ - соз В $118 —(* =0, 

которые дают 

Е— 95 (с08 < 5112 & — с0$ В 1? 3) 
т (5102 В — 311? а) ’ 
С — 25 5112 а 511? В (с08& — с0з В). 
г ($102 В — $11? а) ’ 


эти выражения могут быть приведены к следующим, 
более простым: 


Е— 25 (1 — с03? а — с052 В —с05% с03 В) 
—_ г (с03& -+ с0$ В) ’ 
С — 22 5112 а 811? В 
—_ г (с03а-+ с0$ В) ° 
Подставим эти выражения в уравнение относи- 


тельно с0озф, которое после перемены знаков примет 
следующий вид: 


=: 08 | Е 057 $ — 18 0054 + С*— Е =0; 


в силу природы уравнений, левая часть рассматри- 
ваемого уравнения превратится в 


= (соз $ — с05 4) (08 Ф — с05 3) Х 
Х (сов ф + сова + 6058 -5) , 


*) Это утверждение неточно; полином относительно созф 
никогда не должен менять знака и, следовательно, соз ф дол- 
жен быть всегда заключен между одними и теми же двумя 
корнями. Отсюда следует, что один из корней не соответствует 
ни максимуму, ни минимуму. (Прим. Бертрана.) 
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последняя величина, будучи взята со знаком —, 
оказывается тождественной с величиной, стоящей под 
знаком корня в двух последних уравнениях преды- 
дущего пункта. 

Но мы имеем 


Ег 1+ с0з а с0$ В 
с0$ & -- ©0088 =; 
т р 22 с0$ & + со В ' 
следовательно, рассматриваемая величина равна 
25 
— — (608$ — с0за) (с08® — с05В) Х 


1 + соза соз В 
с0$ а 
х( оф соза-- со$ В 
17. Теперь положим 
с08 ф = 60$ 4 311 © - 08 В с08* в; 


ясно, что значение В величины ф, которое, согласно 
предположению, должно быть наименьшим, соответ- 


ствует с=0, 2т, 4п,... и что значение а, которое 
п Зк 
должно быть наибольшим, соответствует <=, 5, 
5 
> ,..., Где к равно двум прямым углам. Таким 
образом, мы будем иметь 
с0$ ф — с03 4 = (с03 В — с0$ 9%) с05* в, 
с08 ф — с03 В = (с0$ & — с0$ В) $11° с, 
1-- с0$ < с08 В 
сов 03а 08 В — 
__ 1 2608 а созВ-- 6032 а 5112 с -- с05? В с05? с 
— 05а + с0$ В ’ 
сверх того, мы имеем 
511 ф 4% = — 4 603% == 2 (©0583 — с0$ %) $11 с с05 6 45, 


поэтому, произведя указанные подстановки в диффде- 
ренциальном уравнении предыдущего пункта, мы 
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приведем его к следующему виду: 
2ас И соз я -- с03 В 
Эс 
и в (1+ 260$ 4 с0$ В -+ с03? а 511? с -- с08? В с05? с) 
а положив для краткости 


_ 03% -- с03 В | __ 
2 -- 460$ х с0$ В'- с03? 4 - ©0$? В ? 


У = УТ + х? (с08 В — с0$ 4) с0$ 25, 


мы преобразуем его в следующее: 


т 9х4 
ауте 


Затем мы получим 


Хх, 


_ С _„/28  япазт В @ _ 
— 52ф — т Усозасозв 9107$ — 
_*У 2 тая В 4с 43 
— УсюзасозВ [ ареозрз + Ч= р | 


где вместо созф надо будет подставить его выражение 
через соз 25 
1 1 р 
08 ф = -- (605% -- с03 В) + =- (с0$ 3 — с0$ %) с0$ 25. 


Проинтегрировав это уравнение в пределах от с=0 
и" 
до ‹<=--, мы получим время и угол вращения между 


наиболее низкой точкой, в которой угол наклона 
маятника к вертикальной линии равен В, и наиболее 
высокой точкой, где угол наклона равен 9; но эти 
интегрирования, вообще говоря, связаны со спрямле- 
нием конических сечений. Если значение ф, заклю- 
ченное между этими двумя пределами с, соизмеримо 
с п, то описываемая маятником спираль после неко- 
торого числа оборотов замкнется; если же оно несо- 
измеримо с т, то спираль проделает бесконечно боль- 
шое число различных оборотов. 
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18. Когда маятник совершает лишь очень малые 
отклонения вверх, так что углы а и В очень мало 
отличаются друг от друга, то разность созВ — с05 4 
тоже очень мала, и корень У может быть разложен 
в сходящийся ряд. 

Положим 


х* (с08 В — с0з я.) = з1щ 21 = не , 
тогда функция % примет вид 
Х = с037 И 1-12] -+241с03 25. 


Иррациональная функция 


1 
(16-21 0326) ? 


может быть разложена в ряд следующего вида: 


А- В соз 25 + С с034в - О с05б8- ...; 


если в последних формулах пункта 98 предыдущего 
отдела псложить 


1 
© == 25, 4’ = 1, 4” = —- 627, п -, 
т: 18.5 
2.4? 2.4.6’ ? 


то мы получим для коэффициентов этого ряда сле- 
дующие значения: 


А= Аи п-т" у ..., 

В = — 2(п у пп’ 4 п’т" 61+ ...), 

С=2(п’ у - пп" 6 Е п"п' "боб ...), 
Таким образом, после подстановки мы будем иметь 


г 9х 
в с0$ 1 


С[ = 


(А-| В соз 23-- С со545-- ...) 46, 
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а после интегрирования в пределах от 0 до с получим 


т 9 1 
1 и ^ св (49 -+- Взт 23-- Сэт 19+ ...). 


Ъ ИА у 
Положив с = —, мы найдем время качания маятника 
о } 


от высшей до низшей точки; обозначив его через Г, 


мы получим 
Т — Ат и Г ы , 
& 6081 °. 


Если через 7’, Т”,... обозначить значения &, 
соответствующие 
Зк бп 
9 а те. 


то мы будем иметь 
Т’=зГ, Т’=5эГ, ..., 


откуда ясно, что маятник поднимается на одну и ту 
же высоту по истечении одного и того же времени 27, 
которое, стало быть, и представляет собою продол- 
жительность одного колебания. 

19. Аналогичным путем можно определить и соот- 
ветствующий угол ф; для этой цели следует положить 


с0$ В— с03 9 


2 - с03 < -- с0$ В — 1 4, 
с0$ В — с0$ . 
_ 6088-6088 _ $1 2; 
9 — с03 & — с0$ В 
тогда мы получим 
1 2 
1-- со8ф ^ (2 с03а- с03 В) с03? р (1 - 622 в - 24 в с0$ 28) 
1 2 


1 — с0озф — @— сова — с03 8) с03? у (1 - (52 у — 2% с0$ 26) ° 


Если в тех же формулах пункта 98 (отд. УП) 
положить п=1, то мы будем иметь 


п’ =1, п’=У,..., 
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следовательно, 
(Те ь- 2 в 00$ 25) * = 
= (А) + (В) соз 26 -- (С) с0з 4в + (2) соз бе + ..., 


где | 
(А-а чьи... а: 
(ВУ= — 24 (1 рыл ь +...) = Е, 
(С = ав Е в...) = с 


Таким образом, мы получим 
(1-62? в 24% в соз 25) * = 


й 
= (1 — 2688 608 25+ 


+ 262? в с0$ 45 — 24031 созб5 + ...). 
Если этот ряд умножить на ряд 
А-+ Всо$ 25-+ С соз$4в- ..., 
то произведение будет снова иметь вид 
А’-- ВБ" соз 26 + С’ соз46-+..., 
и мы будем иметь 


4’ А-В ЕС в Р № Зь... 
1 — 122 в | 


Таким образом, мы будем иметь 
1 — 
(1+ со 4) Хх — 
9 


— @-+ 084003 В) с038 в с031 


(А’-Е В" соз 25+С” с0$ 4в+...). 


Точно так же мы найдем 
1 — 
1— с0$ф)х 
[9 


(А В” 60823-- С" с0846+...), 


(2 — с0за — с0$ В) 052 у с0з 1 
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откуда после подстановки — у вместо в мы получим 


А’ А+ ВУ СУ Ь 4+... 


1 — 622 у ° 


Произведя указанные подстановки в выражении 
для 4Ф пункта 17 и проинтегрировав последнее таким 
образом, чтобы 2 было равно 0, когда с-=0, мы 
получим 


—_* У З=шазт 8 


[рик оС! Я 46-... 
- + 


У 0844605 3 (2 -- с0$ 1 + с0$ В) с03? в с0$ { 


1 _ 
2А’с- В” чт 96 + > С” чп 46 -... 
+ 


(2 — с03 4 — с03 3) 6052 у с0$ 7 


и « «> 
Положив ‹=5, мы найдем угол, заключенный 


между плоскостями, проходящими через вертикаль- 
ную линию и через высшую и низшую точку кривой, 
описываемой маятником; если этот угол обозначить 
через 4, то мы будем иметь 
—_ кА’ У 2этазт 3 
У с03 + - с0$ В (2+ с0&4- с0$ 3) с08? в с08 1 
кА”х У Эзтазш 3 


}/ с0з 4 + с03 3 (2 — 05 4 — с0$ В) с052 у с03 у 


ф 


Так как все высшие точки, или вершины кривой, 

к Зк 55 , 

5) 5, д’ ..., То если {’, Ф",... 
З® 9к 


суть значения ©, соответствующие $=: 5, х,..., 


соответствуют с = 


то мы будем иметь 
ф’=ЗФф, Ф"=эЬ, ... 


Таким образом, угол, заключенный между двумя 
последовательными вершинами и соответствующий 
целому колебанию маятника, равен 2Р. 

20. Если предположить, что углы © и В пред- 
ставляют собою очень малые величины первого 
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порядка, то величина созВ — созя будет очень малой 
величиной второго порядка, следовательно, и угол 1 
тоже будет очень малой величиной второго порядка; 
поэтому, если пренебречь только очень малыми вели- 
чинами четвертого порядка, мы будем иметь 


А=1, с0$1=1; | 
следовательно, 


т==И И с03 а + с0$ В 
—=х г 2-4 603 4 с03 В -{- С03? а + с03? В } 


и 2Г, с точностью до величин четвертого порядка, 
будут периодом полного колебания. 
Если пренебречь величинами второго порядка, то 


) 


Г 
указанная выше величина Г сведется к т 2} 


это — известное выражение для продолжительности 
очень малых колебаний маятника, длина которого 
составляет г; в этом выражении можно положить а = 1; 
но изложенный выше анализ показывает, что рас- 
сматриваемая продолжительность остается одной и 
той же, каковы бы ни были колебания, — происходят ли 
они в вертикальной плоскости или же одновременно 
маятник выполняет вращательное движение вокруг 
вертикали. 

Если сохранить величины второго порядка, можно 
приведенную выше формулу упростить, подставив 
вместо соз% и с03В их приближенные значения 


а? 2 
1-5, 1—5, 
отбрасывая все время члены четвертого порядка, мы 
получим ДЛЯ продолжительности очень малых коле- 


баний —с точностью до величин четвертого порядка — 
следующее выражение: 


к И (1+ =”). 


21. В том случае, когда угол В, соответствующий 
наиболее низкой точке, равен нулю, маятник всегда 


верные до величин четвертого порядка, 
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проходит через вертикальное положение, и колебания 
происходят в вертикальной плоскости; в самом деле, 
положив В =0, мы из формулы пункта 17 увидим, 
что угол ф равен нулю: это — случай, который обычно 
рассматривается и который имеет место всякий раз, 
когда, отклонив маятник от вертикального направле- 
ния на угол о, ему предоставляют падать, не сообщив 
никакого импульса; но как бы ни был мал толчок, 
сообщенный маятнику в направлении, не проходящем 
через вертикальную линию, он будет совершать коле- 
бания в форме конического движения, и угол В не 
будет равен нулю. 

Если в данном случае предположить, что и углы 9 
и 3 тоже очень малы, и в первом приближении пре- 
небречь очень малыми величинами второго порядка, 
то мы получим 


1 
— ы __ 92 — р ^__ ГИ 1 __ .. 
ь =0, ВТ 29 = паза, А —=1, у 005 У, 
следовательно, 
__ 28 
Фив ), 


и 2Ф будет углом на вертикали, заключенным между 
двумя последовательными вершинами кривой. Следо- 
вательно, если отношение 93 к &’- 3” рационально, 
то угол 2Ф будет находиться в рациональном отно- 
шении к углу т, равному двум прямым, и кривая, 
описываемая маятником, будет образована лишь опре- 
деленным числом завитков, которые будут переходить 
один в другой; в противном случае кривая представит 
собою некоторый вид непрерывной спирали. Однако 
эти заключения являются лишь приближенными, 


*) Эта формула неверна. Бравэ, обративший мое внимание 
на этот недосмотр Лагранжа, передал мне исправленный 
расчет, который мы и приводим в конце настоящего тсма. 
(Прим. Бертрана.) 
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и для того, чтобы иметь более точные выводы, сле- 
дует увеличить приближение, пользуясь данными 
нами выше рядами. 

Настоящая задача была первоначально разрешена 
Клеро в Мёто1гез 4е 1’Асадёпие 4ез Э1епсез за 1735 г., 
однако менее полно; найденные нами выше прибли- 
женные выводы совпадают с выводами Ёлеро, если 
в выражении для Т положить В=0и в выражении 
для Ф положить В = о. 

22. Приведенные выше формулы имеют место, 
если угол « отличается от угла В, ибо, как бы 
ни была мала их разность, в вертикальных отклоне- 
ниях маятника всегда имеются максимум и минимум; 
но если мы имеем в точности я =В, то уже не суще- 
ствует ни максимума ни минимума; в этом случае 
маятник всегда образует один и тот же угол а с вер- 
тикальной линией и, следовательно, при своем дви- 
жении он описывает конус с круговым основанием. 

Подобное допущение возможно, так как в этом 
случае (п. 16 и 17) величина, стоящая в выражении 
для 4 под знаком радикала, имеет два равных мно- 
жителя с03 — с0з9; следовательно, согласно теории, 
изложенной в пункте 83 предыдущего отдела, можно *) 
всегда полагать со3ф = с052; это — случай конических 
колебаний, который был впервые рассмотрен Гюй- 
генсом. 

В этом случае уравнение (п. 4) 


= 6 у В) 
$112 ф Г со“ 


__ 8 
ф=? И == 


так что время целого оборота маятника выразится 
Г ©05 а 
через 2* и . 


*) Следует читать: должно всегда полагать с0$ „= 6084. 
(Прим. Бертрана.) 


дает 
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Для того чтобы этот случай имел место, маятник дол- 
жен получить угловую скорость вращательного движе- 
ния вокруг вертикальной линии, выражающуюся через 


И 5 
рр Г с05 9 


и зависящую лишь от высоты описываемого им конуса. 
23. Если бы маятник двигался в среде, оказыва- 
ющей сопротивление, пропорциональное квадрату ско- 
рости, причем плотность этой среды выражалась бы 
через Г, то для получения уравнений его движения 
следовало бы к 8У прибавить члены (п. 2) 


Г 4 р + 89), 


сохранив при этом для Т выражение пункта 11, 
в котором г постоянно. 

Таким образом, в данном случае к левой части 
первого дифференциального уравнения этого пункта 


4; а . 
следует прибавить член я и к левой части вто- 
Г $102 $ 4$ 4? 

рого уравнения член ——„—^. 


После прибавления указанных членов уравнения, 
которые без этого поддавались интегрированию, ста- 
новятся неинтегрируемыми; однако в том случае, 
когда сопротивление очень мало по сравнению с силой 
тяжести, что имеет место при медленных движениях 
тел в воздухе, эти уравнения можно решить при- 
ближенно, подставив в членах, выражающих влия- 
ние сопротивления, те значения ф иф в функции &, 
которые имеют место в пустоте, и определив те малые 
величины, которые прибавляются к упомянутым зна- 
чениям этими вполне известными членами. 

Рассматриваемые два уравнения имеют следу- 
ющий вид: 

} р 52 
Фф _ 9104508 14? + 519+ вы — 0, 
4 (511? $ 4?) ра _| 
а а 
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3102 ФД? 


-2—— и затем 


Второе из них, будучи разделено на 
проинтегрировано, дает 


т — С1-г, 


где !— число, гиперболический логарифм которого 
равен единице. 

Затем первое уравнение, будучи помножено на 24% 
и прибавлено ко второму уравнению, умноженному 
на 24%, дает интеграл 


д зо 25008 2Г че = Е, 
4? Г г? ) аР 
ибо г (44? -- 11? фаз°) = 45°. 
Таким образом, мы получаем те же самые диф- 
ференциальные уравнения, которые были найдены 
нами в пункте 41, если вместо С подставить (1-Г° 


2Г 452 
и вместо Ё подставить Е — -—— Е 5: 


г? 
действие сопротивления сводится к варьированию 
постоянных величин в общем решении, данном нами 
выше, в пункте 13, в котором мы не приняли во 
внимание сопротивления и где соотношения между пере- 
менными ф, фи { должны быть выведены из уравнений 


стало быть, 


5112 у аф 4:2 С? [4 
в =0, а Та, 25 008$ = ВЕ. 


Следовательно, если рассматривать величины Си Е 
как переменные, то мы будем иметь 


^ 2Г 452 Г 25 
4С = ГС 43, ЧЕ = А 4 = (Е+ сов ) 48 
И 
мафИ Е+ Г ооз 
а Г 4$. 


$ —  ———————_—_ д 
И Е сов фан у — 2 
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Когда маятник совершает лишь вертикальные коле- 

бания, мы имеем С=0 и, следовательно, 4; = 4%; 

уравнение относительно Ё становится тогда интегри- 
#Гу 

руемым, если его умножить на 1'’’; интегралом его 

является 


ат 2г 
Е” =(Е-—*, \ 1” с08 $ а, 


где (Е) — произвольная постоянная, заменяющая собою 
постоянную Ё, которая стала переменной величиной. 
Но, интегрируя по частям, мы найдем 


таким образом, мы получим 
2гф 


№ Г . 2Г 
Е=(Е)1 = ааа (зтф— = оз); 


таково то значение, которое следует подставить 
вместо Е в дифференциальное уравнение, дающее &# 
в функции $; а если допустить, что коэффициент Г 
очень мал, можно легко определить изменение, вызван- 
ное сопротивлением среды в значении времени &. 

24. Если в случае маятника поступить подобно 
тому, как мы это только что делали, и принять за 
три координаты г, ф, 9. то мы получим уравнение 
г =а, где а-—заданная длина маятника; следователь- 
но, согласно пункту 14, поставив г вместо &, мы 
тотчас же получим значение \, которое выразит силу, 
с какой натянута нить, удерживающая тело на сфери- 
ческой поверхности. 

Эта сила выразится, таким образом, через 


8Т _о6Т _ 97. 
фт баг 9г’ 
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если вместо 7 и У подставить их полные выражения 


т — г? (44? -- за? ф 442) - аг?2 
—_ 241? 


и затем принять г постоянным, то мы получим 


У = — 2тс0з% 


Го ОТ га яюа в 
а: =0, "= ЕЙ: ом 8%, 
и следовательно, 
_— (442 + зпаф 42°) от И. 
= 186089 = —т; 


отметим, что здесь 2Г =и” (п. 12); таким ‚ образом, 
натяжение нити маятника выразится через +8 с08 $. 


Когда маятник движется в пустоте, то, соглас- 
но тому же пункту, мы имеем, если с— скорость 
при Ф=0, 

и =2(Н— У) = с* — 20" (1-- с083), 


и натяжение, обозначенное через }, определится 
следующим образом: 


к=7 — 8 (2—36089). 


25. До сих пор мы предполагали, что длина 
маятника остается неизменной; но если бы длина 
маятника с течением времени непрерывно изменялась 
согласно известному закону, так что г был бы задан- 
ной функцией &, то в этом случае следовало бы в диф- 
ференциальных уравнениях считать г величиной пе- 
ременной; однако, как в случае г постоянного, мы 
и здесь имели бы 6г=0, и таким образом получили 
бы следующие уравнения: 

т — (3112 ф47 + 44?) + 4г? 

—_ 2412 ' 

уравнения, относящегося к г, не существовало бы, но 

два других уравнения приняли бы следующий вид: 
4 (г? 44) г? эт ф со фа газ 49 _( 
ав — а? ИТ} о” 


15 я‹. Лагранж, т. И 


У = — 2тс035; 


-- тт =0, 4 
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Наконец, если бы нить, поддерживающая тело, 
была упругой и растяжимой, то, обозначив через ЕЁ 
силу, с которой нить стремится сократиться, и кото- 
рая может быть лишь функцией г, следовало бы толь- 
ко прибавить Ебг к СГ, и тогда в качестве уравнения, 
относящегося к г, мы получили бы нижеследующее 
уравнение: 

4т т (91? уа2 444?) 

а? _ а? 
остальные же два уравнения остались бы без измене- 
ния. В этом случае мы всегда имели бы интеграл 


ТТУ=Н, где И= \ Ра" — вт 008%. 


+ Е-— в с03%=0, 


$ П. 0 движении весомого тела по любой 
поверхности вращения. 


26. Возьмем ось вращения на оси 2; если положить 
Х=рс08Ф, У=рашо, 


то 2 будет абсциссой и р— ординатой кривой, которая 

своим вращением вокруг оси абсцисс образует рас- 

сматриваемое твердое тело. Таким образом, мы полу- 

чим уравнение между 2 и 6, с помощью которого 2 
будет представлено в виде заданной функции р. 

Если теперь предположить, что ось 2 вертикальна 

и что ординаты 2 направлены сверху вниз, то мы 
будем иметь 

Ща аа 

2а? ) 

а приняв риф за две независимые переменные, мы 

тотчас же (п. 11) получим два следующих уравнения, 

относящихся к этим двум переменным: 
4 та 4? < 62 
4? ав а 8/50” `41? 


У = — 22, 


Если бы ось 2 не была вертикальной, а была бы 
наклонена к вертикали на угол «, то значение Г оста- 
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лось бы без изменения, но значение У перешло бы 
в —2(26059 — 15119); стало быть, следовало бы лишь 
в первом уравнении поставить 8 с05 & вместо & и к ле- 
вой части его прибавить член &5та созФ; равным 
образом к левой части второго уравнения следовало бы 
прибавить член вто зто. 

Вообще, какие бы изменения мы ни произвели 
в положении поверхности или линии, по которой 
движется тело, выражение Г, из которого проистекают 
дифференциальные члены уравнения, не претерпело 
бы никакого изменения; мы будем иметь лишь изме- 
нение функции У, которое зависит от положения 
поверхности или линии. 


15* 


ОТДЕЛ ДЕВЯТЫЙ. 


О ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ. 


Важность и трудность настоящего вопроса побуди- 
ли меня посвятить ему особый отдел и подвергнуть 
его основательному рассмотрению. Я дам сначала 
наиболее общие и в то же время наиболее простые 
формулы, представляющие вращательное движение 
тела или системы тел вокруг точки. Затем, пользуясь 
методами отдела ТУ, я из этих формул выведу урав- 
нения, необходимые для определения вращательного 
движения системы тел, находящихся под действием 
каких-либо сил. В заключение я изложу различные 
применения этих уравнений. 

Хотя настоящий вопрос уже разрабатывался многи- 
ми геометрами, тем не менее теория, которую мы 
собираемся изложить, окажется небесполезной. С одной 
стороны, она дает новые средства для разрешения 
знаменитой проблемы о вращении тела любой формы; 
с другой стороны, она послужит для того, чтобы 
сблизить между собой и объединить с единой точки 
зрения те решения данной проблемы, которые уже 
были даны раньше и которые были основаны на раз- 
личных принципах и представлены в различных 
видах. Подобного рода сближения всегда очень 
поучительны и могут быть только полезны для раз- 
вития анализа: можно даже утверждать, что при 
нынешнем состоянии анализа они для него необходи- 
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мы; в самом деле, по мере того как эта наука рас- 
ширяется и обогащается новыми методами, она ста- 
новится и все более сложной, и, пожалуй, не сущест- 
вует иного средства для ее упрощения, как обобщить 
и свести друг к другу те методы ее, которые могут 
поддаваться подобной обработке. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 
О ВРАЩЕНИИ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ. 


$ Г. Общие формулы, касающиеся вращательного 
движения. 


Найденные нами в «Статике» дифференциальные 
формулы для выражения вариаций, которые могут 
получить координаты любой системы точек, расстоя- 
ния между которыми предполагаются неизменными, 
могут быть естественно применены к тому исследова- 
нию, о котором здесь идет речь; действительно, ука- 
занное предположение приводит лишь к исчезновению 
тех членов, которые явились бы результатом варьиро- 
вания расстояний между различными точками. Таким 
образом, остающиеся члены выражают то, что имеется 
общего и свойственного всем членам при движении 
системы, если отвлечься от их относительных движе- 
ний; как раз это общее абсолютное движение мы 
и собираемся здесь исследовать. 

1. Обратимся к формулам пункта 55 отдела \, 
найденным нами путем прямого анализа, основанного 
исключительно на предположении, что точки системы 
сохраняют неизменными свои взаимные расстояния. 
Если символ 6 заменить символом 4, то мы получим 
для абсолютного движения системы три следующих 
уравнения: 


ах = а + 2аМ — уаМ, 
ду = 4ь. + хаМ -- 3 аГ, 
4: =ау + уаГ. — хаМ, 
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в которых т, у, 2, как обычно, выражают координаты 
каждой точки системы по отношению к трем непо- 
движным и взаимно перпендикулярным осям, а а^, а, 
4у, аГ, АМ, АаМ являются неопределенвыми величи- 
нами, одинаковыми для всех точек и зависящими 
лишь от движения системы в целом. 

Пусть теперь 5’, У’, 2’— координаты какой-либо 
определенной точки системы; тогда мы имеем также 


4х’ = а^ + ’аМ — у’аМ, 
ду’ =а + АМ — #'4Г, 
42’ = ау + у’АГ — х'аМ; 


следовательно, если последние формулы вычесть из 
предыдущих и для упрощения положить 


х=я’ + у=Уу’-\, 2=2 6, 


то мы получим следующие дифференциальные урав- 
нения: 


&=хАМ—чам, ат=ам—‹аг, %=чаг-—аМ, 


в которых переменные &, *, & представляют коорди- 
наты различных точек системы относительно одной 
определенной точки той же системы, — точки, которую 
мы впредь будем называть центром системы. 

Так как эти уравнения линейны и являются урав- 
нениями только первого порядка, то, из известной 
теории этого вида уравнений следует, что если 0бо- 
значить через &’, Е", ЕЁ” три частных значения $ 
и через т’, 1”, 1’’”’ и%, ©”, С” — соответетвующие 
значения 1 и <, то мы получим следующие полные 
интегралы: 


$ = 25° + 65" - с=””, 
= ам’ 69” + с1’”, 
^ = а’ -- | + с('', 
где а, Ь, Сс — три произвольные ПОСТОЯННЫЕ. 


Ясно, что &’,1’, 5’ являются не чем иным, как 
координатами произвольно заданной точки системы, 
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и что “", 1", Ги 8”, 1””’, С” представляют собою 
координаты двух других точек системы, точно так же 
взятых произвольно, причем все эти координаты 
имеют свое общее начало в центре системы. 

Таким образом, зная координаты трех заданных 
точек, мы с помощью приведенных выше формул 
будем иметь значения координат для любой другой 
точки, зависящей от постоянных а, 6, с; следует, 
однако, определить значения этих постоянных. 

2. Если предположить — а это всегда допустимо, — 
что в начальном состоянии три заданные точки лежат 
на трех осях координат и притом на расстоянии, 
равном единице, от начала, то ясно, что тогда мы 
будем иметь 


в=1, \Ш=0, 5=0; 
5" —= 0, 1” — (" = 0; 
27!’ = 0, 7’”* = 0, 2’ =, 


что дает 


Таким образом, величины а, 6, с представляют 
собою не что иное, как координаты любой точки 
системы, отнесенные к тем же осям. Но благодаря 
движению системы оси этих координат изменяют свос 
положение в пространстве, оставаясь неподвижны- 
ми в системе, так как для одной и той же точки эти 
координаты остаются неизменными, а изменяются 
лишь при переходе от одной точки к другой. Поло- 
жение осей координат в любое мгновение по отноше- 
нию К неподвижным осям &, 1, < зависит лишь от 
коэффициентов &’, <", Е”, 1’, 1”,... В самом деле, 
если положить 6 =0, с=0, что дает 

Ге / 


р р 
=06, Т=ал, 3=а 


и, следовательно, 
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то легко видеть, что коэффициенты &’, 1’, (’ пред- 
ставляют собою косинусы углов, образуемых осью а 
с осями &, т, ©. Точно так же ясно, что если поло- 
жить аи с одновременно равными нулю, а затем 
аи $ тоже равными нулю, то коэффициенты &”, *”, (" 
будут косинусами углов оси 6, а коэффициенты 
’’’, 1]”’, (”’’ будут косинусами углов оси с с теми 
же осями &, 1, С. 

3. Так как эти коэффициенты вообще выражают 
координаты трех данных точек системы, которые, 
согласно допущению, находятся на расстоянии, равном 
единице, от начала координат и в начале движения 
лежат на осях прямоугольных координат а, 6, с, то мы 
прежде всего имеем три следующих уравнения: 


Но =, а 7 4, 
ЗАО: т’ -- С” = 4. 


Далее, так как взаимные расстояния между этими 
точками являются гипотенузами прямоугольных тре- 
угольников, катеты которых равны единице, мы имеем 


(НИ (У ©) =, 
(Е — -- (1 —*””’)* -- (> —(’’)* — 2, 
(=" __ Е”’”)? + (1 __ 1’ ’)* + (> _—_ (’’’) — 2, 


откуда вытекают следующие три уравнения: 


НЕ С" =0, 
ЗАЗ я” -- ^”"''"* = 0, 
ЗАЗ + 7” ””' -- (”(’”’—=0. 


Таким образом, между девятью коэффициентами 
7, Е, Е’, 1’, 1”,... МЫ имеем шесть условных уравне- 
ний, благодаря которым они сводятся к трем неопре- 
деленным величинам. 

4. С помощью этих уравнений общие выражения 
координат &, 1, $, приведенные в пункте 1, удовле- 
творяют первоначальному условию, что расстояние 
между двумя любыми точками системы должно оста- 
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ваться неизменным. Действительно, если &, \, & явля- 
ются координатами одной из этих точек, а &, 1, $ — 
координатами другой точки, то квадрат их расстоя- 
ния выражается через 


(— 6.) -+ (и— 9, ($— 5), 


и если через а,, 6,, с, обозначить координаты второй 
точки, отнесенной к осям а, 6, с, то мы получим 
, 7, С, подетавив в выражениях для &, 9, © буквы 
а, 6, с, вместо а, 6, с. 

Если произвести указанные подстановки в преды- 
дущем выражении и принять во внимание шесть 
условных уравнений, то это выражение преобра- 
зуется в 


(а —_ а,)* - (6 — ,)* -- (с — с.) 


и, следовательно, будет оставаться неизменным в тече- 
ние движения. Отсюда можно придти к заключению, 
что указанные шесть условных уравнений являются 
единственными необходимыми для того, чтобы взаимное 
положение различных точек системы зависело лишь 
от постоянных а,6,с и нисколько не зависело от 
переменных #, 1’, ©, 

Впрочем, ясно, что координаты Ё 1, $ являются 
не чем иным, как преобразованиями координат а, 6, с, 
и что шесть условных уравнений являются следстви- 
ями общего условия 


Се (2 == а 6 С°, 


в чем можно убедиться путем сравнения этих формул 
с формулами пункта 15 отдела Ш первой части, 
в которых координаты х, У, 2, %’, у’, 2 соответствуют 
6, 1, 5, а, Ь, с, а коэффициенты д, В у, ®’, В’, у’, а”, В, 1" 


соответствуют #', {", Е”, м’, 1”, 1”, С”, с” 
о. Если сложить приведенные в пункте 1 выра- 
жения для $, 1, 6, уожив их соответственно на 


Ни, 77? ‚&’’, 


Е, 1’. С’, затем на &”, 1”, С" и, наконец, на 5””’, * 
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то с помощью условных уравнений пункта 3 мы по- 
лучим следующие формулы: 


а = т +”, 
рее Нм -Н С", 
с =” и” 7"; 


а если эти выражения д, 6, с подставить в равенство 
Не НО = НС", 


которое всегда должно иметь место, каковы бы ни 
были значения &, 1, (, то путем сопоставления членов 
мы получим следующие новые условные уравнения: 


6 Е” — 4, т НЕ” "1—0, 
т”? -- 1 ’””? =1, С НИЕ” = 0, 
и "2 4, 7’ НУ” +1’ =0, 


которые являются необходимым следствием уравнений 
пункта 3, так как и теи другие одинаково вытекают 
из следующего общего условия: 


НО = ОС. 


6. Но если значения а, 6, с определить непосред- 
ственно путем решения уравнений пункта 1, то с по- 
мощью известных формул мы получим 


(176’”” — ’”'6”) + (5”Е’'”' — 5”) 6 (571 777 — 8/1”) 


д —= с 
Е 
- [я , 


К И 
где положено 


Ё = И” Оу" __ У / + 173”<”” __ С е””. 
Эти выражения должны быть тождественными с выра- 
жениями, приведенными в предыдущем пункте, поэто- 
му, сравнивая коэффициенты величин &, 1, (, мы полу- 
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чим следующие равенства: 


ИРРУР 7””’ и р’ ГИР ИИ 
и — с — > ‚5 — — = Ат" } 


С’ и — =, И т, 
1" — 9 иг’ и", ии ки , — Ат”, 
7’ ЕН "_— КС’, 
и И =”, 
т” __ ыи. 7 — | д 


Если сложить квадраты трех первых равенств, 
то мы будем иметь 


/ 1777 \2 РиЕ 7! ! Е 2 __ 
(7’С” —1 =”) -- („’=”’ к) - (57 — т”) — 
— — А? (5? -- 7’? -- с”); 
левая часть этого равенства может быть представлена 
в следующем виде: 


(=? 9” + (С) — (57 9” ””” 6"Г”):; 


следовательно, с помощью условных уравнений 
пункта 3 это равенство может быть приведено к виду 


1=А*, откуда В=- 1. 


Для того чтобы определить, какой из двух знаков 
здесь следует взять, достаточно рассмотреть лишь 
значение А в одном частном случае; наиболее простым 
является тот случай, когда три оси координат а, 6, с 
совпадают с тремя осями координат $1,5; в этом 
случае мы имеем 


2=а, 1=Ь, = 
и, следовательно, согласно формулам пункта 1, 
Ге, ТЕ = 


5777 


все же прочие величины с”, равны нулю. Если 
эти величины подставить в общее выражение для вели- 
чины А, то последняя окажется равной 1. Следова- 
тельно, мы всегда имеем 


Е=1. 
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. Так как между девятью неопределенными вели- 
чинами в, и, в’, т, т’, т’””, < <’, =”, (”’ всегда имеется 
шесть условных уравнений, то все неопределенные 
величины можно свести к трем; было бы достаточно 
свести к ним шесть величин &”, $", 1’, 1”, ©’, ©’, ПОЛЬ- 


зуясь тремя условными уравнениями 


На - 5”* = 1, И -”* 7”? — 4 
СН 57" =0, 


так как указанными выше формулами три остальные 
величины 5’”’, 1’’’, (’’’ уже выражаются в функции 
этих шести величин. 

Однако это приведение очень сильно упрощается, 
если воспользоваться синусами и косинусами углов; 
его можно даже осуществить непосредственно путем 
известных преобразований координат. 

В самом деле, так как & 1, 6 — прямоугольные 
координаты любой точки тела по отношению к трем 
осям координат, проведенным через центр этого тела 
параллельно неподвижным осям координат 1, у, 2 
и так как а, 6, с— прямоугольные координаты той 
же точки по отношению к трем другим осям, прохо- 
дящим через тот же центр, но остающимся непо- 
движными в теле и, следовательно, изменяющим свое 
положение относительно осей & 1, (, то отсюда сле- 
дует, что для получения выражений &, 1, $ через 
а, 6, с надо лишь одни координаты наиболее общим 
способом преобразовать в другие. 

Для этой цели обозначим через ‹ угол, образуе- 
мый плоскостью координат а, 6 с плоскостью коорди- 
нат &, у, и через ф — угол, образуемый пересечением 
указанных двух плоскостей с осью &; наконец, через © 
обозначим угол, образуемый осью а с той же линией 
пересечения; как видим, эти три величины о, %9, © 
могут послужить для определения положения осей 
координат а, 6, с относительно осей координат &, 1, (, 
следовательно, с помощью этих величин можно послед- 
ние координаты выразить в функции других. 
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Если для большей наглядности предположить, что 
рассматриваемым телом является Земля, что плоскость 
аб — это плоскость экватора, что ось а проходит через 
заданный меридиан и, Далее, что плоскостью 
является плоскость эклиптики и что ось & направлена 
к точке весеннего равноденствия, то ясно, что угол ® 
будет наклонением эклиптики, угол $ будет долготой 
осеннего равноденствия, или восходящего узла эква- 
тора на эклиптике, а х будет расстоянием данного 
меридиана от этой равноденственной точки. 

Угол ф будет вообще углом, описываемым телом 
при вращении его вокруг оси координат с; в силу 
этого данную ось можно назвать осью тела; 90°— в 
будет углом наклона этой оси к неподвижной пло- 
скости координат &, 1; а $—90° будет углом, обра- 
зуемым проекцией этой же оси с осью координат &. 

Установив это, допустим сначала, что мы заменяем 
две координаты а, 6 двумя другими, а’, 6’, располо- 
женными в той же плоскости, причем ось а’ прохо- 
дит на пересечении обеих плоскостей, а ось 6’ перпен- 
дикулярна к указанной линии пересечения; тогда 
мы будем иметь 


—=45с0$ф —6з1щф, 6’=6созф ами фу. 


Затем предположим, что координаты 6’, с заме- 
няются двумя другими 6", с’, из которых одна 6” пусть 
будет всегда перпендикулярна к линии пересечения 
плоскостей, но лежит в плоскости &, а другая с’ 
пусть будет перпендикулярна к этой плоскости; тогда 


мы таким же образом найдем 
р" = 6’ соз® — спо, С’=Сс0зю - 6’ шо. 


Наконец, предположим еще, что координаты а’, 6", 
лежащие уже в плоскости =“, заменяются двумя 
другими а”, 6’”’, расположенными в той же плоско- 
сти, но направленными таким образом, что ось а” 
совпадает с осью Ё; тогда аналогичным путем найдем 


а” = а’ созФ— В" этф, 6’’’= 6" с08Ф + а’ пФ. 
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Ясно, что три координаты а”, 6'’’’, с’ будут совер- 
шенно те же, что и координаты &,\,5, так как они 
отнесены к тем же самым осям; стало быть, если 
последовательно подставить значения а’, 6", В’, мы 
получим выражения с, я, © в функции а, 6, с, которые 
будут иметь тот же вид, что и выражения пункта 1, 
если положить 


5’ = с03$ф с03 Ф — 311 ф 811 $ с08 ©, 
<” = — 511 ф 60$ Ф — с0$ ф п % с08 ©, 


РРР 


5’ = п фо, 


7 


{= с05 $511 ® -- 510$ С08 с05%, 
1” = —зтф яп - с05ф 608$ с05%, 


717 


т” = — 03 фЯпо, 
Хх = фо, 
<" = с05ф 11 ®, 
(’’’ = соз®. 


Эти значения удовлетворяют и шести условным 
уравнениям пункта 3, равно как и уравнениям 
пункта 5, и решают эти уравнения в полном их 
объеме, так как они содержат три неопределенные 
переменные величины ф, $, ©. 

С подстановкой этих значений выражения коорди- 
нат &, м, $ упрощаются; но представляется полезным 
сохранить в них коэффициенты 5’, 1’, <’, дабы соблю- 
сти симметрию в формулах и облегчить их преобра- 
зования. 

8. Так как величины &, 1’, 3’ суть частные зна- 
чения &, 1, (, то они должны удовлетворять дифферен- 
циальным уравнениям пункта 1 между этими послед- 
ними переменными; таким образом, мы будем иметь 


4:' = ам — 1’ аМ, 
а’ =" амМ—саг, 
4 =1'аг-—#ам 
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и точно так же 
4" —аМ —щ"ам, 4 е"ам ам, 
АМ — "АГ, а’ аМ "а, 
4” =т’АГ — "АМ, а’”’=т”аг-”ам. 
Отсюда легко получить величины аЁ, АМ, ам 


в функции &', 1’, 5’, Е", ... В самом деле, если сложить 
4*', 0", а”, умножив их предварительно на %’, 7’, 
"’”, то, в силу условных уравнений, мы получим 


аГ, — 74’ + 77" -- 7””” 4". 


Точно так же, умножив 4’, 4, 4”” на 5’, =", 
и 41’, 41", 41’”' на #,, Г", Е”, мы найдем 


АМ =’ а’ + "д" + "д "",, 
аМ = <’ ет” ал”. 


Если в найденные таким образом выражения @Г, 
АМ, АМ в функции С’, <", С”, ... подставить выра- 
жения этих последних величин в функции углов 
ф, ф, ® (п. 7), то после преобразований мы получим 
следующие достаточно простые выражения: 


АГ, = 11 © 511 © 4ф -- с08ф а, 
АМ = — соз Ф яп ® 4ф - эт Фа, 
АМ = с0$ ® 4ф -- 4$. 


9. Мы предположили, что ось, вокруг которой си- 
стема может вращаться, описывая угол ©, и положение 
которой зависит от двух углов ф и ®, остается непо- 
движной в системе и движется в пространстве; но, 
как мы видели в отделе Ш «Статики» (п. 14 и 12), 
всегда существует ось, вокруг которой система фак- 
тически вращается в каждое мгновение и которую 
мы назвали мгновенной осью вращения. Можно опре- 
делить также мгновенное положение этой оси, равно 
как элементарный угол вращения, с помощью углов, 
аналогичных углам ф, ®, $®, которые мы обозначим 


через $, ®, $; в самом деле, так как выражения для 
АГ, АМ, аМ№ являются общими для каких угодно 
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положений оси вращения ф, то они сохраняют силу 
и для мгновенной оси вращения, если в них %, о, ©Ф 


заменить величинами %, о, ©, но так как эта последняя 
ось обладает тем свойством, что в течение мгновения 


она остается неподвижной, то дифференциалы 4%, 4о, 
связанные с изменением положения оси, должны быть 
равны нулю; таким образом, для рассматриваемой 
оси мы будем иметь 


5 0510 а? = @Г, 
соз фто дф = —@М; 
соз о @ф =аМ, 
откуда следует 
4$ = 41? + аМ*-- а№; 


это — угол мгновенного вращения, который в упомяну- 
том выше месте первой части мы обозначали через 46. 
Затем мы получим положение этой оси с помощью 


двух углов ® и $; но для того, чтобы отнести их 
к неподвижным осям & 7, (С, достаточно принять 
во внимание, что коль скоро мы приняли ось с за 
ось вращения, то для всех точек этой оси мы имеем 


а = 0, 6 —=0; следовательно, если через Ё, у, © обозначить 
координаты, соответствующие точке, в которой с =1, 
и в то же время являющиеся синусами углов, обра- 
зуемых осью вращения с тремя осями & т, &, то на 
основании формул пункта 8 мы получим 


= - ам -_ам 
7’ Та’ ба 

Действительно, эти значения &, 9, © обращают в 
нуль свои дифференциалы, как это можно видеть 
из формул пункта 1; таково свойство всех точек мгно- 
венной оси вращения: исходя из него, мы и опреде- 
лили эту ось в Ш отделе «Статики». 

Из сказанного ясно, что величины 4Ё, АМ, ам 
в точности соответствуют тем углам вращения, которые 
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в только что упомянутом отделе мы обозначили через 
4$, 4®, 4> и которые мы сохранили в отделе Ш 
«Динамики». 


10. Теперь, если эти же величины $, 7, * подставить 
вместо &, 1, 6 в общие выражения, а, 6, с пункта 5, 
то мы получим значения координат а, 6, с, соответ- 


ствующис мгновенной оси вращения, которые мы 


обозначим через а, 6, с. Таким образом, положив для 
сокращения письма 


аР=Е’аЁ + ч’ам + У’аМ№, 
40=РаГ, + "ам + ам, 
ав ==”'аг + т’”ам +“ аМ, 


что на основании условных уравнений пункта о дает 
аР* -- 40*-- 4аВ = а? -- аМ*-- а№ = а". 


мы получим 


эти выражения совершенно аналогичны выражениям 


с, м, С; из них мы видим, что величины 4Р, 40, аВ*) 
соответствуют величинам 4Г, АМ, А№. Эти значения 


а, 6, с являются также косинусами углов, образуемых 
осью вращения с осями координат а, 6, с. 

11. Для того чтобы получить величины АР, 40, аА, 
выраженные через переменные &’, т’, Г, Ё, ..., 
следует лишь вместо 4Ё, АМ, АМ подставить значения, 
приведенные в пункте 8. Однако для того, чтобы 
получить наиболее простые формулы, представляется 
более удобным эти последние формулы привести 


*) Следует отметить, что Лагранж определяет здесь вели- 
чины АР, 40, АВ, не задаваясь совершенно вопросом о том, 
являются ли интегрируемыми те величины, которым он при- 
сваивает это наименование, т.е. существует ли в действительно- 
сти какая-либо функция рассматриваемых переменных, которая 
может выразить Р, О, В. Это замечание существенно для пра- 
вильного истолкования пункта 15, стр. 246. (Прим. Бертрана). 


16 к. Лагранж, т. И 
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к следующему виду, который, в силу условных 
уравнений пункта о, эквивалентен виду, данному 
в пункте 8: 
о аГ, — 14’ - ас” -- 1”’ 0!" —__ ат’ __ Са” _—_ ’’’ам’”,, 
2 ам — СЕ’ -- ОЕ" -- =’ ‘Е’ _—_ а’ __ "а" _—_ С”, 
2 аМ — ЗМ -- т” -- т" __ 7’ 4’ _—_ 7” 4” __ "^^^ 4””'. 
Таким образом, произведя подстановку и группируя 
члены, мы получим 
2 аР — (“т —\’) ос” -- (’”” __ 7 ’5’”’) @с’”' -- 
-- (3’Е" ___ >) Ч” -- (575’”’ —#5’”) ф1””' + 
-- (7’С” __ Ст’) =” -- (д’5”” __ Ст’) а”; 
последнее с помощью формул пункта 6 приводится к 
2Р — т" __ "Е””' + т” __ 74” -- 27” Е" __ 2" Е” 


и, наконец, с помощью трех продифференцированных 
условных уравнений пункта 5 — к следующему простому 
выражению: 


аР = 5’ 45" + т’ + а"; 
таким же точно образом мы получим 
49 = 45’ + 4’ +4”, 
а =5" 4’ +’ ау. 
Если вместо #’, &", Е”'’,... поставить их выражения 
в функции $, о, ф пункта 7, то после некоторых пре- 
образований мы получим 
АР = 311 Ф т о 49 -- с05ф 4, 
О = с03 ф эп ® @ф — яп фа®, 
АЙ = аф -- созо а. 


12. Легко убедиться, что приведенные выше зна- 


чения а, 6, с тоже обращают в нуль дифференциалы 
координат &, т, С; в самом деле, если в формулах 
пункта 1 произвести дифференцирование и положить 


4 =0, 4 =0, %=0 и затем подставить а, 6, с вместо 
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а, 6, с, дабы отнести их к мгновенной оси вращения, 
то мы получим следующие три уравнения: 


а 4’ -- Ба са’ =0, 

аа’ + Ъ ал" + с 41””” = 0, 

аа’ + а” +е 4" =0. 
Если эти уравнения сложить, умножив их последо- 
вательно на &”, %7’, {', на &", 1", (и на 8”, 1’”, С”, 


и при этом принять во внимание условные уравнения 
пункта 2, то мы будем иметь 


БЕ" та" Ноа’) с (а + та" ах) =0, 

а ("а -- ат" + а) + с (а тат" + ай") =0, 
а(” а’ +” +9") + 

Но (а +’ а" +”) =0. 

Если затем принять во внимание три других усло- 

вных уравнения пункта 5 и взять данные выше выра- 


жения @Р, 40, а, то указанные три уравнения 
примут следующий вид: 


с40—Бав=0, ааВ -саР=0, фаР-—а40=0, 
приведенные выше значения а, 6, с, очевидно, удо- 
влетворяют этим уравнениям. 

13. Как мы видели в пункте 8, величины 4Ё, АМ, 
А/М служат для того, чтобы одинаковым образом вы- 
разить дифференциалы величин &’, , Ё’', ...; эти 
дифференциалы можно также выразить с помощью 
величин ДР, 40, аВ. 

В самом деле, если взять три уравнения: 


СЕ’ --’а’ + ау —= 0, 
"Е" -- 1”а” -- "аб" —=ар, 
с'' 1” ”' 7” -- АИГ, ВЫ — —_ О, 
и сложить их, умножив последовательно на &’, &", &”, 


на 7’, 1", Ч’”’и на *', С", (’”’, то е помощью условных 
16* 
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уравнений пункта 5 мы тотчас же получим 


4’ =5"аВ —”'а0, 
Чт” =1”4аА—*’’’а0, 
”’ — "ав —(”а0. 


Точно так же три уравнения: 


г" ат а" = —аВ, 
"Е" + 7” -- "а" .— 0, 
Е’ + 1” 41” + т" — ар, 


ЕЙ НРУ 


будучи умножены последовательно на &’, &", 5”, т’, 
1”, 1””’ и на", , С” и затем сложены, с помощью 


тех же условных уравнений дадут 


4" =Ё'"'аР—аВ, 
фл" —=1”’’аР —т’аВ, 
с” — "’'’'Р —С’авВ. 


Наконец, уравнения 


са’” + та” ау” =а0, 
Е’ та" а" = —@Р, 
2” Е’ а” "4" =0 


тем же путем дадут 


@’”' = 40 — "АР, 
””” =1’АаО —т"аР, 
а =©40— ар. 


14. С помощью приведенных выше формул можно 
представить в очень простом виде вариации координат 
с, (, $, когда хотят одновременно рассматривать из- 
менение положения системы вокруг ее центра и из- 
менение взаимных расстояний точек системы. Ясно, 
что для этого следует продифференцировать выражения 
с, |, $, рассматривая одновременно в качестве пере- 
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’ 


менных все величины 5’, 1’, %, 1”, ..., равно как 
а, 6, с; этим путем мы получим 
4: = а4=' + Ба" + сд” + да аб + Е” ас, 
4 = ат’ + бал” -- с4т”” ив аа 1" ат” с, 
< —= аас’ ++ 6а"" + са’ + "аа "ав ас; 
если сюда подставить найденные нами выше выраже- 
ния 4’, 41’, 43, @'”',... и положить для краткости 


а’ = аа - 49 — 64 В, 
46’ =а6 + ааВ — сарР, 
с’ =ас + баР — аа0, 
то мы получим следующие очень простые дифферен- 
циальные формулы: 
4 =’ аа’ =” 46’ + &’’ ас’, 
4 =’ 4а’ + ч”а’ + 1””' ас’, 
4: = 5’ аа’ + <" аб’ +” ас’. 

Если эти выражения продифференцировать и вместо 
=’, 47’, 4, 4',... снова подставить найденные 
выше значения и, наконец, положить для краткости 

4?а”’ = 4*а’ | 4с’'40 —а6’авВ, 
6’’ = 46” + 4а’аВ — ас’ аР, 
с’’ = с’ - 46’'аР — аа’ а0, 
то мы получим вторые дифференциалы 
22 — 2’ ?а" аб" + Е” с", 
“1 =’ 4*а” -- "а? 6" | э””” с”, 
4% — ’о?а” -- С” а?" -- (7! ! с”. 

Как видим, эти выражения для первых и вторых 
дифференциалов. подобны конечным выражениям для 
с, т, 5 (п. 1) и величины #, *7’, С, Е,... входят 
в них совершенно аналогичным образом; то же самое 


получилось бы и для дифференциалов всех других 
порядков, благодаря чему применение величин СР, 
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40, АВ оказывается очень удобным при расчетах, 
касающихся вращения. 

15. Следует, однако, сделать еще одно важное 
замечание по поводу применения этих величин; заме- 
чание это сводится к следующему: хотя эти величины 
выражены в дифференциальной форме, тем не менее 
мы впали бы в ошибку, если бы мы их рассматри- 
вали в качестве дифференциалов при дифференциро- 
ваниях в смысле символа 8. Таким образом, в зна- 
чении 67 нельзя просто заменять выражение вАР вы- 
ражением &6Р, ... 

Отметим прежде всего, что ничто не препятствует 
нам в дифференциальных формулах пункта 13 заме- 
нять символ 4, символом 6, благодаря чему в значения 
вариаций 8, 01’, 6%, 6=”,... вводятся три не- 
определенные величины 9Р, 60, 6А, что может послу- 
жить для того, чтобы все эти вариации свести к трем 
произвольным. 

Тэк как мы нашли (п. 13) 


ар =” а" я” фл” -- 1” 4”, 


то, заменив символ 4 символом 8, мы будем также 
иметь 
ор —=””' 0” м” 91” -- ОИ 9"; 

аналогичные выражения мы получим для величин 40, 
В, которые превратятся в 80 и 6 А. 

Продифференцировав АР по символу 8, мы полу- 
чим 

дар =Ё'”' СЕ” +’ ба” 5’ ва" + 

Ц 0=””’ О" + 6” Ч” 5.7” 4", 


а продифференцировав 6Р по символу 4, 


ФР =’ 485" л’”’ ат" - "а" + 
-- 4:’”'' 9” -- фт’ 61” -- 0.'”' 9". 


Но 84", 841", 64” представляют собою то же самое, 
что 485”, 461”, 46", так как величины ", 1", (” являются 
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конечными переменными; следовательно, мы будем 
иметь 


баР— а?Р — -- 9=””' <” + б%’”’ фт” + 0(''’ СС” — 
_——_ @’'' 0Е“ __ ф””' 01” __ (””' 8”. 


Подставим вместо 4”, 4”, Ч" и 4”, 41”, 45” их 
выражения через АР, 40, аВ (п. 13) и вместо 8, 
бт’, 0%”, 68’, 61”, 60””’ аналогичные их выражения, 
получающиеся при замене символа 4 символом 8; 
тогда с помощью условкых уравнений пункта 2 мы 
получим 


57’ Нот” ам" 65” = —вОаВ, 
45””' 05" -- а’’' в + ах” 8" = — 408 В; 
следовательно, 
саР = а Р-- 408В —а150. 
Путем аналогичного вычисления мы также найдем 


40 = 40 + аВР—аРЗВ, 
заВ == В +аР80—408Р*). 


$ П. Уравнения вращательного движения твердого 
тела, находящегося под дейетвием любых сил. 


16. В предыдущем параграфе мы видели, что, 
какое бы движение ни имело твердое тело, это дви- 


*) На этом заканчивается все то, что удалось найти в ру- 
кописях Лагранжа в совершенно законченном виде по вопро- 
су о вращательном движении. Мы будем продолжать эту гла- 
ву, придержикаясь параграфов прежнего издания, используя 
при этом многочисленные изменения, указанные в экземпля- 
ре Лагранжа. В конце настоящего тома мы в особой статье 
приведем некоторые отрывки, касающиеся данного вопроса, 
которые должны были послужить материалом для параграфа 
об общих уравнениях вращательного движения любой системы 
тел. Эти отрывки слишком неполны, чтобы их можно было 
ввести в текст, тем не менее геометры пожалели бы,если бы они 
были лишены возможности познакомиться © ними. (Прим. 
издателя второго издания.). 
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жение может зависеть лишь от шести переменных, 
из которых три относятся к движению единственной 
точки тела, которую мы называли центром системы *), 
а три другие служат для определения вращательного 
движения тела вокруг этого центра. Отсюда следует, 
что число подлежащих определению уравнений не 
может быть больше шести, и ясно, что эти’ уравне- 
ния могут быть выведены из тех, которые уже были 
даны нами в параграфах Ги П отдела Ш и которые 
являются общими для любой системы тел. Но при 
этом следует различать два случая: один — когда тело 
совершенно свободно, и второй —когда оно вынужде- 
но двигаться вокруг неподвижной точки. 

17. Рассмотрим сначала совершенно свободное 
твердое тело; примем центр тела в его центре тяже- 
сти и обозначим через 1’, у’, 2’ три прямоугольные 
координаты этого центра, через т массу всего тела, 
через рт массу каждого из его элементов, и через 
Х, У, & ускоряющие силы, действующие на этот 
элемент по направлениям тех же координат; тогда 
мы прежде всего получим следующие три уравнения: 


48? 


тои + В Урт =0, 


т 


+3 ХВт=0, 


то +8 рт =0, 


где знак № обозначаст объемный интеграл, отнесен- 
ный ко всей массе тела; как видим, эти уравнения 
служат для определения движения центра тяжести. 

Во-вторых, если через &, у, $ обозначить прямо- 
угольные координаты каждого элемента От, отсчиты- 
ваемые от центра тяжести и параллельные осям коор- 
динат 1’, у’, 2’этого центра, то мы получим три дру- 


*) В первом издании напечатано: центром тела. (Прим. 
Бертрана.) 
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гих уравнения (упомянутый выше отдел, п. 12): 
(Ея — "и РУХ) Фт=0, 
$ - а НЕХ) 2т=0, 
$ (14 СЧИчяЕ СУ) рт =0. 


Но в предыдущем параграфе мы доказали, что 
величины &, 7, © всегда имеют следующий вид: 


Е — а=’ + 6" +”, 
= ач’ + 69” + ст” 
= а’ 6" + с”, 


и видели, что для твердых тел величины а, 6, с обя- 
зательно всегда бывают постоянными по отношению 
ко времени и оказываются переменными только по 
отношению к различным элементам От, так как эти 
величины выражают прямоугольные координаты ка- 
ждого из этих элементов, отнесенные к трем осям, 
пересекающимся в центре тела и остающимся в нем не- 
подвижными; величины же %', &”,..., наоборот, являют- 
ся переменными по отношению ко времени и постоян- 
ными по отношению ко всем элементам тела, ибо все 
эти величины являются функциями трех углов ф, $, о, 
определяющих различные вращательные движения, 
которые тело совершает вокруг своего центра. Следо- 
вательно, если в предыдущих уравнениях произвести 
указанные раньше различные подстановки и при этом 
позаботиться о том, чтобы переменные ф, %, ® и их 


дифференциалы вышли из-под знака №, то мы по- 
лучим три дифференциальных уравнения второго по- 
рядка между этими переменными и временем &, кото- 
рые послужат для определения всех трех величин 
в функции &. 

Эти уравнения аналогичны тем, которые впер- 
вые были найдены Даламбером для вращательного 
движения тела любой формы, и которые он столь 


250 ДИНАМИКА 


плодотворно применил в своих исследованиях о пре- 
цессии равноденствий. 

Ввиду указанного обстоятельства, а также прини- 
мая во внимание, что вообще вид этих уравнений не 
обладает той простотой, какая могла бы быть им 
придана, мы не будем здесь больше задерживаться 
на подробностях; мы перейдем к прямому разреше- 
нию задачи, пользуясь общим методом отдела ТУ, 
который тотчас же даст нам уравнения, наиболее 
простые и наиболее удобные для вычислений. 

18. Для того чтобы применить здесь этот метод 
наиболее общим и наиболее простым образом, допу- 
стим, —а это соответствует условиям, наблюдаемым в 
природе, — что каждая частица тела дт притягивается 


силами Р, 0, А, ..., пропорциональными каким-либо 


функциям расстояний р, 4, г каждой из частиц от цен- 
тров этих сил, и составим теперь следующую алгебраи- 
ческую величину: 


— \ (Рар + 044+ Ват-+ ...). 
Затем рассмотрим две величины: 


ал? -- ду? -- 42° __ 
а рт, у = 8 Прт, 


отнеся знак интеграла № к элементам тела и к вели- 
чинам, относящимся к положению этих элементов 
в теле. 

Представим обе эти величины как функции ка- 
ких-либо переменных &, Фф, Ф,..., относящихся к раз- 
личным движениям тела, и составим следующую 
общую вы (отд. ТУ, п. 10): 


о = (а т Е, Е 
(ера и. + 
Не 4 др т 7 тт 


® ® ® ® . ® 
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Если, в силу природы задачи, переменные &, $, ©,... 
не зависят друг от друга (а их всегда можно взять 
такими), можно приравнять отдельно нулю величины, 
умноженные на каждую из неопределенных вариз- 
ций 05, 5$, (ф,..., и тогда этим путем мы получим 
столько уравнений между переменными $, Ф, Ф,..., 
сколько имеется этих переменных. 

Если рассматриваемые переменные не вполне 
независимы друг от друга, но между ними существует 
одно или несколько условных уравнений, то путем 
дифференцирования этих уравнений мы получим 
такое же количество условных уравнений между 
вариациями 65, 9, 48%,..., с помощью которых эти 
вариации можно будет свести к меньшему числу. 

После того как указанное преобразование в общей 
формуле произведено, приравняем нулю также ка- 
ждый из коэффициентов оставшихся вариаций; полу- 
ченных при этом уравнений, взятых совместно с за- 
данными условными уравнениями, окажется доста- 
точно для разрешения задачи. 

В рассматриваемой. здесь задаче остается лишь 
применить те преобразования, которые были изложе- 
ны в предыдущем параграфе. Стало быть, сначала 
следует подставить 5’--$, У’-+- т, 2’-+- $ вместо х, у, 2; 
затем аё’ - 65" - сб’”’, ал’ + 6" + ст”’, а’ +6" 
вместо &, т, $ (п. 1); наконец, подставив вместо ,1’,... 
их выражения через ©, ф, о, указанные в пункте 7, 
мы получим величины Г, У, выраженные в функции 
шести независимых переменных фт’, У’, 2’, ф, $, в, 
вместо которых, если это будет признано целесооб- 
разным, можно ввести другие равнозначащие перемен- 
ные; каждая из этих переменных даст для определе- 
ния движения тела одно уравнение следующего вида: 


6 
т 5 0, 


ЧН 


где «— одна из этих переменных. 
19. Итак, начнем с того, что в выраженни для Т 
подставим вместо х, у, 2 эти новые переменные 5’ - Е, 
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у’ -|-1, 2’; вынеся за знак 5 величины 5’, У’, 2’, 
которые являются общими для всех точек тела, так 
как они являются координатами пентра тела, мы 
приведем функцию 7 к следующему виду: 


4х’? +- ау’? +43"? ЧЕ? + 41? -- 45? 
ан В 0т-В и) рт - 


4х’ № 4: От -+ ду’ У ал От - аз № 4$ От 
а? 


Как видим, это выражение состоит из трех частей, 
из которых первая содержит только переменные 
т’, у’, 2 и выражает величину Т в том случае, ко- 
гда тело рассматривается как точка. Если эти пере- 
менные независимы от других переменных &, т, $5, 
чт имеет место в том случае, когда тело может вра- 
щаться свободно по всем направлениям вокруг своего 
центра, то рассматриваемая формула должна тракто- 
ваться отдельно, и тогда она даст для движения 
этого центра те же уравнения, какие получились бы, 
есчи бы все тело было сосредоточено в этой точке. 
Таким образом, эта часть задачи приводится к тому 
случаю, который мы разрешили в предыдущих отде- 
лах и на котором мы здесь больше останавливаться 
нс будем. 

Третья часть приведенного выше выражения, со- 
доржащая в себе дифференциалы 4х’, 4у’, 42’, умно- 
женные на дифференциалы 4, 41, 4, сама собою 
исчезает в двух случаях: во-первых, когда центр тела 
ноподвижен, так как тогда, очевидно, дифференциалы 
4х’, 4у’, 45’ координат центра равны нулю, и, во- 
згорых, когда мы допускаем, что этот центр нахо- 
лагся в центре тяжести тела, так как в этом случае 
интегралы № 4 Фт, Зат1От, 3 4ШФт сами собою об- 
ращаются в нуль. В самом деле, если вместо 4&, 4л, & 
подставить их значения а4=’ + Ва" |+ са<””', аа’ 
о ат” + сат’”, аа’ 6 а" + с 4” (см. предыдущий 
пункт) и вынести за знак \ величины 4’, 4”, ..., 
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не зависящие от положения частиц ат в теле, то 
каждый член этих интегралов окажется умножениым 
на одну из следующих трех величин: 


Зарт, №6 От, \е От: 


но эти величины представляют собою не что иное, 
как суммы произведений каждого элемента От на его 
расстояние от трех плоскостей, проходящих через 
центр тела и перпендикулярных к осям коорди- 
нат а, 6, с; поэтому, в силу известных свойств 
центра тяжести тела, они равны нулю, когда центр 
тела совпадает с центром тяжести всех тел. Следо- 


вательно, в данном случае и три интеграла № 4 рт, 
\41Рт, 8 а От тоже будут равны нулю. 

В том и другом случаях остается лишь рассмотреть 
в выражении Г величину 


ЧЕ? + 4? + 42? 
ео 2411 рт, 


относящуюся только к вращательному движению, 
которое система может иметь вокруг своего центра, 
и служащую, следовательно, для определения законов 
этого движения, независимо от того движения, какое 
центр может иметь в пространстве. 

20. Для того чтобы максимально упростить реше- 
ние, представляется целесообразным воспользоваться 
выражениями 4 Ат, 4 пункта 14, которые, осли 
положить да=0, 46 =0, 4е=0, дают 


"+ ат ас = 
— (с40— 5 ав)" + (аа —сар)* + (5ар—аа0)-= 
— (6+ с) аР* + (а? + с?) а0* + (а -- №) аВ"— 
— 266 ад аВ — 2асаРаВ — 2а6 ар ад0. 


'Ггак как величины а, 6, с являются здесь един- 
ственными переменными по отношению к положению 
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частиц От в теле, то отсюда следует, что ‘для опре- 
деления величины 


Ь (4 + ал: + а) рт 
нужно лишь умножить каждый член указанной выше 
величины на От и затем проинтегрировать по символу 
\, выведя из-под этого знака величины АР, 40, аВ, 
которые от него не зависят. Таким образом, величина 


2 
Е ит 45" рт примет следующий вид: 


А аР* + В 40 т Сав* _ Е аОаЕ + САРАЕ ТН АР ао, 
2 а? 4:2 


если для краткости положить 


А=В (6*--с*) рт, В=Ъ (ас) Вт, С=Ъ (а -- 9) Рт, 
Р=№ 6 рт, С=Зас От, Н=Ъ аб рт. 


Указанные выше интегрирования распространяются 
на всю массу тела, так что А, В, С, ЕР, С, Н должны 
впредь рассматриваться и трактоваться как посто- 
янные величины, заданные формой тела [*"]. 

21. Если для упрощения положить 


ЧР _, 9®_, 4 _, 
г -Р ФФ Ш- 


и в функции Г рассматривать лишь те члены, которые 
относятся к вращательному движению, то мы будем 
иметь 


=} (Ар’ + Ва? + С") — Ра" — бр" — Нра 


так как Т является функцией только р, Ч, г, то, про- 
дифференцировав по символу 8, мы получим 


та ОТ 
Г = эр ЗР + эт? 4 +8 


$? 
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Но на основании формул пункта 11 мы имеем 


31 ф зп ®х 4ф -- с05 ф 4® 
р= 4 
__ 608 ф п ® 4ф — эт ф4о 
— (У у 
_ 48+ 008% аф. 
й 


следовательно (так как 4 всегда постоянно), 
-т__ (ГОТ ЭТ ЭТ 64а? 
2Т — (529—919 + 9 + 

44 


+ (> зтезто +95 сов фто 57 605 т и 


4ф до 


ЭТ 9Т . 
ооо 1 2 608 008% — 5.8 кт 


ОГ 
+(5> = оао 
совф— — с пФ 


откуда мы тотчас же получаем для вращательного 
движения три следующих уравневия второго порядка: 
ЭТ 
а°— 


дг ОТ ОТ 7 
д 90а Втр 0, 


ЭТ ОТ 
а ор в ев ® +5 05 шт о + С0$ 


"а += 
4( 55 р-р") 
е. 


ЭТ зи соз® + 9Т со 0$ ОТ пе + 
др 11 94 °0°? 608 ® — др 81 а = 


Что касается величины ТУ, то, так как она зависит 
от сил, действующих на тело, она равна нулю в том 
случае, когда тело не находится под действием какой- 
либо силы; следовательно, в этом случае и три 
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величины 5”. 7 97 
6’ 9? 
указанных выше уравнений становится само по себе 
интегрируемым; однако общее интегрирование всех 
этих уравнений продолжает еще оставаться очень 
трудным. 
Так как вообще У = $ ПД, а П является элгебраи- 


ческой функцией расстояний р, ч,... (п. 18), из ко- 
торых каждое выражается через 


И (2—9 + (и 8+ @2— №), 


то, если через {, ©, Б обозначить координаты непо- 
движного центра сил, надо будет лишь произвести 
в функции П те же подстановки, что и выше, и тогда 
после интегрирования по всей массе тела мы получим 
выражение У в функции о, $, ®, откуда путем обычного 
дифференцирования найдем значения У 
62 ’ 0’ до ’ 


которые тождественны с м 9, 97 Так как 
д ’ 0 ’ д ` 

в связи с этим здесь не возникает никаких затрудне- 

ний, то мы на этом больше останавливаться не будем; 

отметим лишь, что указанные выше уравнения сво- 

дятся к тем уравнениям, которые я применил в своих 

первых исследованиях о либрации Луны. 

22*). Хотя применение углов ф, $, ® является как 
будто наиболее простым способом определения с по- 
мощью нашего метода уравнений вращения тела, тем 
не менее к этой цели можно придти еще более прямым 
путем и при этом получить формулы, более изящные 
и во многих случаях более удобные для вычислений; 
для этого следует рассмотреть непосредственно ва- 


тоже равны нулю, и второе из 


*) Настоящий пункт принадлежит к числу тех, которые 
приведены не в том виде, в каком они были изложены в пер- 
вом издании; выводы, которые здесь получаются, абсолютно 
тождественны с прежними выводами, но редакция упрощена 
ссылкой на пункт 15, которого в первом издании не имеется. 
(Прим. Бертрана.) 
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риации величин @Р, 40, АВ, данные формулами 
пункта 15, т. е. 


заР= @Р-- 408 В —аВ 0, 
540 = 480 гавёР—аРЗВ, 
за =@В-+-ар80—а08Р; 


подставив эти значения в 57 и написав р, 4, г вместо 


аР 40 ав 

т , ит , АЕ ‚ МЫ получим 
ОТ Г45Р 

= (“д +488 — г80) + 


- ОТ Гав ‚ эт /4ёВ 
+ (че + тар рав) +5; (+280 —48Р). 


Что касается членов, связанных с вариацией У, 
то, так как У становится алгебраической функцией 
=, Е, Е’”, 1,..., После подстановки 5’ - 45’ 6" + 
+ с=””’, у’ ат Нет”, # а -Ь"--с.”, вместо 
т, у, 2, а знак интеграла № относится только к а, 6, с, 
следует лишь произвести дифференцирование по сим- 
волу 8 и затем подставить вместо 85’, 8”,... их вы- 
ражения через 5Р, 80, 8; так как 


67 07 67 97 


7 эт’ жа, 


мы, таким образом, в этом уравнении получим следу- 
ющие члены, происходящие от 5: 


ОУ и Г ду 7х Го 
ет ($ В —Ё 20) + бе» 6Р-Е6А) 
у ух йа 97 и^ м 

- де” ($ - 6Р) + д’ (% А—1т 60) + 


Наконец, если сгруппировать все члены, умножа- 
ющиеся на каждую из трех величин ОР, 60, 88, то 
мы получим общее уравнение следующего вида: 


(2)ёР+-(0)30 + (В 88 =0, 


17 ж. Лагранж, т. 1 
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в котором 


| 97 и 97 ___ ИМ У 
— 9='”' _ д”! ы дс’! ; 
о 
(9) == др —Р5- 8 пет эт ят— 
ни 97 лин 9 и 9 
— дЕ’ д’ А д’ ) 
45; ОТ ОТ 
— | и Ш и —__ 
(В) = @ Ра + в Е’ эт о 


‚7 в 57 
И 9” ь.) де” . 


ви 


А так как величины ОР, 60, 8В не зависят друг 
от друга и в то же время являются произвольными, 
то мы получим три следующих уравнения; 


(Р)=0, (0)=0, (В)=0, 


которые, будучи соединены с шестью условными урав- 
нениями между девятью переменными ®', &", ... (п. 5}, 
послужат для определения каждой из этих переменных. 

При желании можно члены этого уравнения, за- 
висящие от величины У, представить в более простом 


виде; действительно, так как У = $ ПРт, то мы будем 


иметь (в силу того, что знак № совершенно не от- 
носится к переменным *', 2”, ...) 


У ОП ОР (Л 
Ри (__ Ри и и 
<" ВЕ’ = УЕ д рт, т 9т = т Эт От, 


а так как П является алгебраической функцией 
величин 


а=’ -- Ь”" -- 6:”"', ат’ -- (д -- ст ”’, а“' -- р." + с(””', 
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то легко видеть, что если варьировать в отдельности 
а, 6, с, то мы ухе иметь 


ОП ОП 


1! 77; 77’ —__ 

Е” а д” С 06” — =. 
ЕМ т и 2 ги ОИ _ оп’ 
6 дЕ’'' я 9’ + дет — 6 9 


и так далее; таким образом, указанным путем мы 
получим 


7117 17Р ду 77 „БУ и 
$ дЕ” м д” 6 и РЕ дЕ’"' * т РРР 


— (" — _—_ 
дет —" 


86". 5е ) Рт, 


г’ , ‚‚› д 77? У ре 07 _ 
© Бе я 1" + @ дет —6 > 7] ду з де’ — 
= > —— и)! рт, 
и д гид ’ __ ы — 
дЕ’ р + 9 ь о —& Е 9” —б ет 


а” ь9т ри, 


Однако, хотя указанное выше преобразование упро- 
щает формулы, оно не упрощает вычислений, так как 
вместо одного интегрирования, связанного с У, теперь 
приходится произвести три интегрирования. 

23 Когда расстояния центров сил от центра тела 
очень велики по сравнению с размерами этого тела, 
величину П можно свести к быстро сходящемуся ряду, 
члены которого пропорциональны степеням и произ- 
ведениям а, 6, с, так что в этом случае интегрирова- 


ние \ПОт не вызывает никаких затруднений: таков 
случай планет, поскольку они взаимно притягиваются. 


Если сила притяжения _ Р просто пропорциональна 
расстоянию р, так что Р=Ёр, где Ё— постоянный 
коэффициент, то член ЗРар выражения функции П 
Ер? 


(п. 18) становится равным ->, а так как р вообще 


17* 


260 ДИНАМИКА 


выражается через | (#— В+ (и—=}-+(2—Ь)*, где 
Е, &, В обозначают координаты центра сил, то рас- 
сматриваемые члены дадут следующие выражения: 


5 (@— + (9—8) + 2—1. 


Следовательно, если вместо х, у, 2 подставить их зна- 
чения 5’--&, у’--т, 2’ умножить на От и проин- 
тегрировать по знаку %, то в выражении У = ®ПРт 
мы получим следующие члены: 


5 а’ (у — 8+" — В) 8 т + 
+ (2 —ЮВЕДт + Е(у’ — 8) 81 рт + 
+ (2 — В) От = 8-6) 0. 


Но 
= 0’ + 6" + сс””', 
м = ат’ -- фу” -- ст", 
Са НЫ" +"; 
следовательно, 


ЗЕД)т =’ Март -- Е Зы рт Е" Зе От 
и так далее для других членов; и (п. 5) 
8 (+++) Рт=В (+ с*) рт 

будет равна постоянной величине, которую мы 0обо- 
значим через Ё. 

Но если за произвольный центр тела принять его 
центр тяжести, то, как мы уже видели раньше (п. 19), 
У нас будет 


Маат==0, Зерт=0, Зе Рт=0. 


Таким образом, в этом случае величина У будет со- 
держать в себе только следующие члены, связанные 
с рассматриваемой силой, 


3’ — 1+ ("8+ (НК, 
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07 ФИ б 
так что все частные производные г, =7,... будут 


равны нулю. 
Отсюда следует, что действие этой силы по отно- 


шению к вращательному движению вокруг центра 


тяжести равно нулю. 
Так как приведенное выше выражение У с точно- 


Е 
стью до постоянной величины —5 имеет тот же вид, 


как если бы все тело было сосредоточено в своем 
центре, когда х=х’, у=у’, 2=2’, то мы получим 
для поступательного движения этого центра те же 
самые уравнения, какие у нас были бы, если бы тело 
было сведено к одной точке; действительно, частные 
производные У по переменным <’, у’, 2’ будут те же, 
что и в только что указанном случае. 

Если бы мы пожелали рассматривать данное тело 
как тяжелое тело, то, приняв ускоряющую силу тяже- 
сти за единицу и допустив, что ось 2 направлена вер- 
тикально сверху вниз, мы получили бы 


следовательно, 
\ Рар=ь—ё=В— 5’ — а’ — 6—5”; 


таким образом, вследствие ляжести тела величина У 
будет содержать в себе члены 


(В— 2) 2т—УЗарт—-ИВЬБт-—6’ Верт, 


Итак, в том случае, когда центр тела взят в цен- 
тре его тяжести, члены, содержащие переменные 
<’, (”, ..., Исчезают и, следовательно, как и в преды- 


дущем случае, действие тяжести на вращение сводится 
к нулю. Значение У, поскольку оно происходит от силы 
тяжести, сводится тогда к (6 — 2’) Эт, т. е. к той 
величине, какая получилась бы, если бы тело было 
сведено к одной точке, сохраняя свою массу $ От: 
следовательно, поступательное движение тела будет 
таким же, каким оно было бы в этом случае, 
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$ ПЕ. Определение движения тяжелого тела 
любой формы. 


24. Эта задача, как бы она ни была трудна, является 
тем не менее одной из наиболее простых, выдвига- 
емых механикой, когда вещи рассматриваются в их 
естественном состоянии и без абстракции; в самом 
деле, так как все тела по существу своему являются 
тяжелыми и протяженными, то у них нельзя отнять 
ни одного, ни другого из этих свойств без того, чтобы 
не исказить их природу, и поэтому вопросы, при ко- 
торых не принимались бы во внимание одновременно 
оба эти свойства, представляли бы интерес только 
с точки зрения чистой любознательности. 

Мы начнем с исследования движения свободных 
тел, каковыми являются брошенные тела; затем иссле- 
дуем движения тела, закрепленного в одной непо- 
движной точке, каковым является маятник. 

В первом случае возьмем центр тела в его центре 
тяжести; тогда, как мы это только что видели, дей- 
ствие тяжести на вращение равно нулю; поэтому за- 
коны этого вращения мы определим с помощью трех 
следующих уравнений (п. 22): 


ОГ } 
а 
ОР ао Г 0, | 
эт т | 
Ъ94 т от _ 9% т 9Т_ 
9 ТТ др дг О, ЕТ; ТР — в =0, } 
где принято (п. 241) 
_аР _49 „_ ав 
Рф, Чак’ — 


Т = - (Ар? + Ва? -- С"*)— Ра" — брг— Ни. 


Что касается самого центра тела, то он будет сле- 
довать известным законам движения брошенных тел, 
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рассматриваемых как точки; таким образом, опреде- 
ление его движения не связано с какими-либо труд- 
ностями, и мы на этом здесь дальше останавливаться 
не будем: 

Во втором случае возьмем центр тела в неподвиж- 
ной точке подвеса и примем координаты 2 направлен- 
ными вертикально сверху вниз; тогда мы получим 


(п. 23) 
У = (а— 2) Бт-—"Вабт-—(ИВЬРт —С'' Верт, 
откуда следует 


7 —Зарт, ее = —№Ь Дт, 


и 


927 — — Эе рт, 
-] 


все же остальные частные производные У будут равны 
нулю; таким образом, уравнения вращательного дви- 
жения будут иметь следующий вид (п. 22): 


р 49 —(Варт-+-е ВЬРт=0, 


5 т от ] 
НЧ та” ВВ Рт- И Зе рт=0, 
ОТ 
НО рог и Верт" Варт =0, р (В) 
Е 
] 


причем величины Зарт, От, Зет должны рас- 
сматриваться как постоянные, заданные формой тела 
и местом точки подвеса. 

25. Разрешение первой задачи, когда тело пред- 
полагается совершенно свободным и когда исследуется 
только вращение вокруг центра тяжести, зависит лишь 
от интегрирования трех уравнений (А). 

Легко, однако, с самого начала найти два инте- 


грала этих уравнений; действительно: 1) если их 

ОТ ЭТ ЭТ 
умножить соответственно на —, —, — 
04’ д 


и затем ‹©ло- 
др о 
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жить, то мы, очевидно, получим интегрируемое урав- 
нение, интегралом которого является 


ЭТ ГдТ\ ТА 
(ак) + (вв) +(=) =Г. 
где | — произвольная постоянная. 
2) Если те же уравнения умножить на р, 4, г 


и затем сложить, то мы получим следующее урав- 


нение: 
55 +445. «т 45 =0; 


так как Г является только функцией р, 4, г, следо- 
ОТ ОГ ОГ 

вательно, АТ == — -- 49+ — а то Н 

ательно, 4Г Эр ЧР бе Ч; г, то это уравнение 

тоже интогрируомо, И интегралом его является 


5+4 7% —Р=А», ` 


где й* — новая  поизвольная постоянная. 
ОТ ОТ ЭТ 


'’др’ 94а’ 9 
ставить их выражения, то мы получим два уравнения 
второго порядка между р, 4, г, с помощью которых 
можно определить две из этих переменных в функции 
третьей; если эти величины затем подставить в какое- 
либо из трех уравнений (А), то мы получим уравне- 
ние первого порядка между { и искомой переменной; 
стало быть, этим путем можно будет определить 
р, 4, г в функции Е. Этим мы сейчас и займемся. 
Отмечу сначала, что второй из найденных интегра- 
лов можно привести к более простому виду, если 
принять во внимание, что Г является однородной функ- 
цией двух измерений от р, 4, г; тогда, в силу из- 
вестного свойства этого рода Функции, мы имеем 


Если в этих уравнениях вместо 7 под- 


РН т > Г = ор, 


благодаря чему рассматриваемое интегральное урав- 
нение[**] сводится к следующей форме: 


Т=№, 
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выражакщей сохранение живой силы вращательного 


движения. 
Палее, отмечу, что так как выражение 


ЭТ? ОТ 9Г\? 
(р 9) + (755) + (95 — Ра) 
эквивалентно следующему: 
ЭТ 
Фе) [ (65) + (54) +() и. 
ЭТ 
— (2 др * д + Г де  ) 
которое, в силу двух приведенных выше интегралов, 
приводится к виду 
РР + г) — 4, 
то мы получаем более простое дифференциальное 


ОТ 
уравнение, сложив квадраты выражений Ч Че 


ат в трех дифференциальных уравнениях (А); это 


уравнение можно также взять вместо любого из ука- 
занных выше уравнений. 

Таким образом, определение величин р, 4, гв функ- 
ции { зависит от трех следующих уравнений: 


Т= 1», 
++ -^ 
(457) +(аж) +(аз) =И(р-че+т) —4пча, 
в которых 
Т=- (Ар’ + В? + СР) — Раг— брг— Нч. 


26. Решение задачи оказывается довольно легким, 
когда три постоянных РЁ, С, Н равны нулю; действи` 
тельно, тогда мы имеем просто 


Р= >. (Ар’ + Ве--Ст); 
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следовательно, 
Эт ат ат 
эр = АР, д = ВЧ, =; = Ст; 


таким образом, три подлежащих разрешению уравне- 
ния получают следующий вид: 


Ар” + В -- Ст? = 24, 
А*р* -- В"? -- (Су? — Ё, 
А? 4р? - вт + С? 4г?з ЕР (а г?) — 414. 
Следовательно, если положить р* -\- 4* -- г’ =ии опре- 
делить р, 4, г из трех уравнений: 
ра -+г=и, 
Ар’ -- Ва’ -- Сг = 24, 
А* р” -- В’ -- (С? 2 =р, 
то мы получим 


‚ _ Вби-22(В+С)+ 


Р = (А-В а-б 
‚  Аби- 2 (А+) + 
= В-Ав-@ 
‚  АВи- 28 (АВ) +. 
= <с-^с-в 


если затем эти выражения подставить в указанное 
выше дифференциальное уравнение, то левая часть его 


после некоторых преобразований примет следующий 
ВИД: 


А? ВРС? (41? — Ри) ди? : {4 [ВСи — 21" (В+ С) 
+ РИАСи — 21" (А+ С) + РИАВи— 2 (А-В) + Г] аг}, 


а правая часть его будет равна Ри—4й“; поэтому, 
разделив все это уравнение на Ги —4й* и извлекщи 


О ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИКЕНИИ 267 


квадратный корень, мы, наконец, получим 
4: = АВСаи : 2{—[ВСи— 21? (В+ С) + РИАСь — 
_1 
— 21 (А+ С)-+Р[АВа — 28° (АВР ?, 


откуда путем интегрирования можно получить & в функ- 
ции и и наоборот [??]. 

21. Теперь предположим, что постоянные Р, С, Н 
не равны нулю, и посмотрим, каким образом с помощью 
некоторых подстановок можно этот случай свести к 
предыдущему. 

Для этой цели я подставлю вместо переменных 
р, а, г функции других переменных #, У, 2, которые, 
однако, не следует смешивать с теми, которые раньше 
представляли координаты различных точек тела; при 
этом я предполагаю прежде всего эти функции такими, 
что мы имеем 


2 2 2 2 2 2 
р аг=я у - 2. 
Ясно, что для выполнения этого условия рассматри- 


ваемые функции должны быть линейными и, стало 
быть, должны иметь следующий вид: 


р=р'’х -- р”у + р’’’з, 4=4’х - 4”у + 4””'2, 
г=РЖ Ну {г’’'2. 

Величины р’, р”, р’’’, 4',... являются произвольными 
постоянными [*°], между которыми, в силу уравнения 
ри = У 2, 
должно существовать шесть следующих условных 

уравнений: 
р” ие | бы г”? — 1, р’р” - 0’9’ -- гг” — 0, 
р" -- д”? - г”? — 1, р’р’” + 4’ -- гг’! = 0, 
р’’"? -- ’”"" -- г’ '!? — 1, р”р’” -- 0"9’” -- г'д’”' = 0: 


стало быть, так как у нас имеется девять указанных 
величин, то, после того как мы удовлетворим ЭТИМ 


268 ДИНАМИКА 


шести уравнениям, у нас останется еще лишь три 
произвольные постоянные величины. 

Теперь я подставляю эти выражения р, 4, г в выра- 
жение для 7; с помощью трех упомянутых мною выше 
произвольных постоянных я могу добиться того, чтобы 
три члена, содержащие произведения ху, 22, у2, исчезли 
из выражения Г, так что последняя величина при- 
водится к следующему виду: 

де Г Ре 12? 
5. 

Для упрощения выкладок я подставляю непосред- 
стве чо в эту формулу т, у, 2 в функции р, 4, 
и, сравнивая затем полученный результат с выраже- 
нием для Г, определяю не только интересующие нас 
про звольные постоянные, но и неизвестные величины 
о, В, |. В самом деле, если приведенные выше выра- 
жения р, 4, г умножить соответственно на р’, 4’, Г, 
на |”, 4", г’и на р’”’, 4’”’, г’”’и затем сложить, то, 
в силу условных уравнений между коэффициентами 
р’, р’,..., мы тотчас же получим 


АЙ у = рр + а’а- тт, 


"р а’ ‘а г’’’т. 
3 2 р 
Подстановка этих величин в выражение р: ао 


и сравнение с выражением ТГ, приведенным в пункте 
25, дает нам шесть следующих уравнений: 


хр’* Е Вр’ + ур’ = А, 

сд’? -- Ва"* + 19’””* = В, 

ат’? -- Вт”? -|- уг” = —__ С, 
аа’т' + Ват" -- у4’””т 777 —ЁР, 
хр’т’ Е Вр”г" + тр’””т 77’ 
2р’а’ - Вр"а" +-ур’””а'”' = —Н, 


которые служат для определения интересующих нас 
шести неизвестных, | 


| 
| 
< 
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Это определение само по себе не вызывает никаких 
затруднений; в самом деле, если первое из этих урав- 
нений, умноженное на р’, сложить с шестым, умно- 
женным на 4’, и с пятым, умноженным на Г’, то, 
в силу указанных уже выше ‘условных уравнений, 
мы будем иметь 


ар’ =Ар’— На’ — б!; 


сложив второе, четвертое и шестое, умноженные соот- 
вететвенно на 4’, г’, р, мы аналогичным образом 
получим 


а’ = Ва’ — Ег’ —Нр’; 


наконец, сложив третье, пятое и четвертое, умножен- 
ные соответственно на г’, р’, 4’, мы будем иметь 


аг’ = Ст’ —Ср’—Ед’; 


приведенные три уравнения, взятые в сочетании 
с условным уравнением 


реа" =1, 


послужат для определения четырех неизвестных вели- 
чин @, р’, 4’, Г. 
Первые два уравнения дают 


‚ _ НЕЕ (А-@а) , ‚ _ (А-а) (В-«)-Н?* _,. 
Ч=тн+а(в-дР’, "= РИ+Ч(В-® Р’; 


если эти выражения подставить в третье уравнение, 
то после разделения на р’ мы получим следующее 
уравнение относительно а: 


(«—4)(&—В)(@-©-Р'\&-—4)— 
— С° («— В) — В («—С)-- 2ЕСН =0, 


которое, будучи уравнением третьей степени, необхо- 
димо имеет один вещественный корень. 

Если те же выражения подставить в четвортое 
уравнение, то мы получим выражения р’, 4’, г’ в функ- 
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ции о, которые, если для сокращения положить 


(с) = (А—а) (В) — НР ++ Е (Ав) + 
+Н+6 (Ва) $ 


будут иметь следующий вид: 
‚ ЕН+а(В-а) 
Р= (а) 
‚ Н@а+Е (А-а) 
= (а) 
‚ _ (А-а) (В-&)-—Н? 
—_ () | 
Если те же комбинации снова проделать с приве- 
денными выше уравнениями, но в качестве множите- 
лей вместо р’, 9’, Г’ взять р", 4", г’, то с их помощью 
мы получим следующие уравнения: 


Вр" —= Ар" _—_ Нд” — Ст”, 
Ва" — Ва" — г” _—_ Нр", 
Вх” — Ст" __ Ср" —_ Ра", 


которые, будучи взяты совместно с условным урав- 
нением 


Г 


р" -- 0” -- Г”? — 1, 


послужат для определения четырех неизвестных вели- 
чин В, р”, 4’, Г’; а так как последние уравнения отли- 
чаются от приведеннных выше только тем, что в них 
стоят эти неизвестные вместо прежних неизвест- 
ных &, р’, 4’, Г’, то отсюда можно тотчас же сделать 
вывод, что уравнение относительно В, равно как выра- 
жения р”, 4”, г’ в функции В, будут тождественны 
с теми, которые мы раньше нашли для а. 

Наконец, если мы снова повторим те же операции, 

777 777! 771 


но в качестве множителей возьмем р ,9 ‚г , то 
снова получим три уравнения: 


ур’’ = Ар’ — На’ — Ст”, 
у4’” —= Ва’”" — Ег’”’ —Нр’,, 
{г’’’ = Ст” —Ср’”—Е4”,, 
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к которым следует присоединить уравнение 
На’ -Нг""* = 1: 
3) 


так как эти уравнения во всем схожи с предыдущими, 
то по отношению к ним можно сделать те же самые 
выводы. 

Итак, мы приходим к общему выводу, что найден- 
ное выше уравнение относительно & имеет своими кор- 
нями значения трех величина, В, '] и что если эти корни 
последовательно подставить в выражения р’, 04’, г’ 


) 
через &, то мы тотчас же получим р’, 4’, г’, р", 4", 
и р’, 9'’”’, Г”; таким образом, путем разрешения 
указанного уравнения мы определим все интересу- 
ющие нас величины. 

Так как упомянутое уравнение является уравне- 
нием третьей степени, то оно всегда имеет один веще- 
ственный корень, который, будучи принят в качестве 
значения я“, сообщает вещественные значения и трем 
величинам р’, 4’, Г’. Что касается двух других кор- 
ней Ви 1, то, как известно, если бы они были 


мнимыми, они должны были бы иметь следующий вид: 
Ь--еи —1 и 6—сИ —1, 


так что и величины р”, 4”, г’, являющиеся рациональ- 
ными функциями В, должны были бы иметь следу- 
ЮЩИЙ ВИД: 


тп И —1, тп’ И -—1, т” + п” и —1; 


УР ГТА 


величины же р’’’, 4'’’, г’’’, являющиеся аналогичными 
функциями ], должны были бы иметь сопряженный 
вид 


т—пИ — 1, т—ту —1, т” — п” — 1; 
стало быть, условное уравнение р’р’”’ -| 4”а'’”’ + мт 0 


дало бы 
т? -- п? -- т? -|- п”? -- т"? - п”? — 0, 
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что, однако, невозможно, поскольку т, п, т’, п’, т” ‚п” 
вещественны; отсюда следует, что Ви1 не могут 
быть мнимыми *). 

Для того чтобы можно было прямо убедиться 
в правильности этого утверждения, исходя из самого 
рассматриваемого уравнения, я представляю последнее 
в следующем виде: 


._с—2@- 4) + 4*(«-В)—2ЕСН 
@-Аа-В- 


затем подставляю в нем вместо х последовательно два 
других корня В и '] и два полученных таким образом 
уравнения вычитаю одно из другого; после сокраще- 
ний и разделения на В—‘] я получаю следующее пре- 
образованное уравнение: 


[(В— 4) (В— В) —Н*1 [(7— А) (71—В)— НН] + 

+ (Е*-- С*) Ву — (АЕ*-- ВС* + 2ЕСН) (В- 1) - 

+ (Р* + С°) Н*-- А?Р? + ВС? + 2ЕСН (А+ В) =0, 
которое может быть приведено к следующему виду: 
[(8В— 4) (8— В) — Н*] [(1— А) (у—В)—Н?]-+ 

+ [Е (8-4) —СНИЕ (1-А)—СН]-+ 
+ [С (8— В) — НЕС (1—В)-НЕ|=0; 


последнее, как видим, представляет собою то же самое, 
что и уравнение 


р’р’” ++ 0"’” + р’т’”’ —=0, 


*) Рассматриваемое здесь уравнение является уравнением, 
указывающим направление главных осей поверхностей вто- 
рого порядка. Приведенное ниже доказательство является 
первым в истории прямым доказательством вещественности 
корней этого уравнения. (Прим. Бертрана.) 
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и, следовательно, приводит к аналогичным заклю- 
чениям *). 

Таким образом, все три корня я, В, | обязательно 
вещественны, равным образом вещественны и девять 
коэффициентов р’, 4’, Г’, р',...,‚ являющиеся рацио- 
нальными функциями этих корней. 

28. Мы только что определили значения этих коэф- 
фициентов так, чтобы иметь 


2 2 2 2 2 2 
и = | у 
если последовательно варьировать р, (9, Г, ТО В силу 
того, что х, $, $ являются функциями этих перемен- 


ных, мы получим 
ОТ 


2 2 2 
И ТЕ, 


-5р = ЭР ву р у2 5 
ОТ 
а = эт + Ву и о + 12—22 
ОТ 


Е и 5 
но, как мы уже видели выше, 


=рр+аа-тгт, у=р"р- 9'а-+ г”т, 
2=р’’р-а’”"а-г’’"т; 
следовательно, 
ое =р д% _ Г 0% ду _ ; ду _ „ . 
р’, да 9, д др Р’, а 1’'°'? 
потому, подставив эти значения, мы получим 
ЭТ 7 и 117 
эр =Рах + р"ВУНР” "12, 
ОТ р , 
ве = + ВУ 9" 12, 
ст .— гот -- г" Ви г’! 


*) Как видим, участие величин р”, р”’’,... не является 
сколько-нибудь обязательным; достаточно указать, что послед- 
нее уравнение имеет в качестве своей левой части сумму 
произведений трех пар сопряженных мнимых выражений. 
(Прим. Бертрана.) 
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Таким образом, на основании условных уравне- 
ний между коэффициентами р’, а’, г’,р”’,... мы 
будем иметь 


И учиичничт 


(ат У +(а 9) + (4%; } = бай + ау 1’. 


Стало быть, три окончательных уравнения сведутся 
к следующим уравнениям: 


олр® -|- у =, 
иттРучтя=Р, 


ао?фл? Ь2 ду? - 2 22 , 
Аб = рячичв) 1 


которые, как видим, совершенно аналогичны уравне- 
ниям пункта 25, причем величины ях, у, 2, а, В, | соот- 
ветствуют величинам р, 4, г, А, В, С. 

Отсюда следует, что если положить, как в только 
что упомянутом пункте, 


= =ЕРНУ НР, 


то мы получим те же формулы между переменными 
Хх, у, 2, И, {, какие мы нашли между р, (, г, и, Е&, заме- 
‚ нив лишь А, В, С величинами а, В, 1. 

Имея, таким образом, х, у, 2 в функции и или {, 
мы с помощью формул пункта 27 получим и вели- 
чины р, 4, г 

29. Однако определения величин р, 4, г недоста- 
точно для установления всех обстоятельств враща- 
тельного движения тела: эти величины служат лишь 
для определения его мгновенного вращения. В самом 
деле, так как 


4 „949 а 
Р-ж’ 9-й’ Г-ф’, 


то отсюда, как мы уже это видели в пункте 10, сле- 
дует, что мгновенная ось вращения, вокруг которой 
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тело вращается каждое мгновение, образует с осями 
координат а, 6, с углы, косинусы которых соответ- 
ственно равны 


Р Ч Г 


Ире’ Ура’ У рчает, 


и что угловая скорость вокруг этой оси выражается 
через 


ИА-РМ. 

Для полного определения вращения тела следует 
еще найти значения девяти величин Ё, 7’, С’, ",..., 
от которых зависят координаты &, 9, (, дающие абсо- 
лютное положение каждой точки тела в пространстве 
по отношению к центру тяжести, который рассмат- 
ривается как находящийся в состоянии покоя (п. 17); 
это требует еще трех новых интегрирований. 

Для этой цели я обращаюсь к дифференциальным 


формулам пункта 13 и, подставив раЕ, Ч4Е, Г вместо 
ар, 40, а, получаю следующие уравнения: 


@’ —- (4Е’”' __ г") СЕ = 0, 
4" - (75 — р;’””) 4 =0, (С) 
СЕ’” -- (рЕ’ __ 4”) = 0; 


столько же аналогичных уравнений я получаю отно- 
сительно \’, 1”, 1’”’и*,, 5”7'”””, подетавив лишь вме- 
сто & сначала 7", а затем (. 

Если эти уравнения сравнить с дифференциаль- 


ными уравнениями (А) пункта 24 между величинами 
ТТ ЭТ ЭТ 
др’ 94а '’ 9’ то станет ясно, что эти уравнения 


совершенно подобны друг другу, так что указанные 
величины соответствуют величинам Е’, &", Ё’”’, равно 
как величинам 1’, 1”, 1”’ и величинам 5, С’, С”. 


Отсюда Я заключаю, что эти последние перемен- 


ные могут быть рассматриваемы как частные значе- 


ТТ ОТ т 
С, о, = ния 
ния переменных 5-, 5, у, И что так как уравне 


между этими переменными являются линейными, то, 
48* 
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взяв какие-либо три постоянные величины [, т, П, 


мы получим три следующих полных интегральных 
уравнения [1]: 


ОГ ы@ 2 ши / 

ЭТ и и <”, 

а = == (< тт” + п р (0) 
ЭТ | 


бе —]Е 7! 7! 7! 
к =’ т" в". 


Могло бы показаться, что если бы эти уравнения 
соединить с шестью условными уравнениями между 
теми же переменными 5’, 1'’,..., то можно было бы 
определить эти переменные, общее число которых 
составляет девять; однако, если более внимательно 
рассмотреть приведенные выше уравнения, можно 
легко убедиться, что фактически они могут заменить 
только два уравнения; в самом деле, если сложить 
их квадраты, то, в силу тех же условных уравнений 
(п. 5), все неизвестные &’, \’, <',... сразу исчезнут, 
так что мы получим просто уравнение 


п (ту ининия 


которое, как видим, совпадает с первым из двух 
найденных выше (п. 22) интегралов; сопоставление 
этих уравнений дает 


Р=Ё-т?- п’, 


таким образом, из четырех постоянных }, [, т, п лишь 
три величины остаются произвольными. 

Отсюда следует заключить, что полное решение 
задачи требует еще нового интегрирования, для кото- 
рого следует применить любое из приведенных выше 
дифференциальных уравнений или же любую комби- 
нацию этих уравнений. 

30. Но вычисления можно сделать гораздо более 
общими и более простыми, если прямо отыскивать 
значения самих координат &,9\,ъ, определяющих 
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непосредственно абсолютное положение любой точки 
тела, для которой .коордияаты, отнесенные к осям 
тела, суть а, 6, с. 

Для этой цели я складываю три найденных выше 
интегральных уравнения (О), предварительно умно- 
жив первое из них ьа а, второе на 6, третье на’с, 
в результате чего получается (п. 1) следующее урав- 
нение: 

; ЭТ ОТ ЭТ 

Е тт =аз бус э-. 
Но, в силу природы величин &, т, &, мы уже имо- 
ли (п. 5) 


НЕ ВН с. 
Наконец, подставив раЁ, 94, ГА вместо АР, 40, 
АВ и считая а, 6, с постоянными, мы также получим 


4Е? - 41? + 45? 
а = (04—54 (ат -— ср)" + (р—а4)*. 


Итак, здесь мы имеем три уравнения, из которых 
с помощью одного только интегрирования можно 
получить величины $, 1, $. Далее, если бы мы захо- 
тели узнать отдельно значения &’, 1’, <, ",.,., надо 
было бы лишь в общих выражениях &, у, С положить 


а=1, 6=0, с=0, 
ИЛИ 
или 
а=0, б=г, с =1. 
Положим для краткости 
ОТ ЭТ ОТ 
а Но Те, , 
М =@-Ь- с”, 
№ = (64 — 6г)* + (аг — ср)" Е (фр— а4)'; 
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тогда нам придется разрешить три следующих урав- 
нения: 


Е -- тя -Е п^ =, 


Те =М, 
ДЕ? -- аз? + 45? 
ав  =\, 


в которых М является заданной постоянной величи- 

ной, Г, №, согласно допущению, известны в функции 

а [, тп являются произвольными постоянными. 
Отмечу здесь прежде всего, что если бы [и т 

одновременно были равны нулю, то первое уравнение 

дало бы 

Г, 


п 


Г 
з — , 


а если бы это значение подставить в два других урав- 
нения, то мы получили бы 
7 дат’ АТ? 
2 2 __ —_ — _—_ _.° 
е+1=М п? ' а? = п? 4? 


эти уравнения легко интегрируются, если положить 
6=1р6080, ч=р 3110; благодаря этой подстановке они 
превращаются в два следующих уравнения: 
о а о а 
р па} а? п? а?’ 
из которых первое дает р, а второе — угол 8 интегри- 
рованием уравнения 


=“ И 472 а? 
48 — - М — ава. 


Теперь предположим, что [и т не равны нулю, и 


посмотрим, каким образом данный случай можно 
свести к предыдущему. Ясно, что если положить 


Е + тт=хуУ А+ т”, тЕ—м=УУ Вт, 
то мы точно так же получим 
а = НУ и 4*- ал = а + ау; 
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таким образом, рассматриваемые уравнения сначала 
приведутся к следующему виду: 


ИР тп: =Г, 
7 

4? -- ау? + 45? | 
а М. 


Если затем положить 
хИУРЕт-+щезу ЕЕ т пт, 
пт —& ИР т: =и УР т? -- п?, 
то мы получим еще 
ни =е и и ата =аг + 4и’; 


стало быть, мы получим следующие преобразованные 
уравнения: 


5 ИР т? - п? =Г, 


ину =М, 
2 2 > 
ди? + ау? + аз = М, 
а? 


которые, как видим, совершенно аналогичны уравне- 
ниям, которые мы разрешили выше; таким образом, 
мы получим для и, у, 2 те же выражения, какие мы 
раньше нашли для &, 7, (, поставив лишь вместо п 
выражение /Ё- т - п. 

Если эти величины известны, то общие выраже- 
ния для 6, 4, *, мы получим с помощью следующих 


формул: 
Е — [% + ту _ т-Ш _ п2-и И т? 
Иез } ИУ т? п? 


34. Таково, если я не ошибаюсь, наиболее общее 
и в то же время наиболее простое решение, какое 
можно дать знаменитой проблеме о вращательном 
движении свободных тел; оно аналогично тому реше- 
нию, которое я дал в Мбшотез 4е ГАсааеиие 4е 
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93) 

ВегПп за 1773 г. *), но в то же время оно является 
более прямым и в некоторых отношениях более про- 
стым. В указанном выше решении я исходил из трех 
интегральных уравнений, соответствующих уравне- 
ниям (0) пункта 29, — уравнений, которые я вывел 
непосредственно с помощью известного принципа 
площадей и моментов и к которым я присоединил 
уравнение живых сил 7 ==/* (п. 24). Здесь же я все 
решение вывел из трех первоначальных дифференци- 
альных уравнений и, полагаю, в это решение я внес 
всю ясность, и если можно так выразиться, все изя- 
щество, которое можно придать этому решению; по- 
этому я лыьцщу себя надеждой, что меня не упрекнут 
за повторное рассмотрение настоящей проблемы, хотя 
при этом я руководилея чистой любознательностью, 
в особенности принимая во внимание, что это реше- 
ние, несомненно, может принести некоторую пользу 
для развития анализа. 

Наиболее замечательным в приведенном выше ре- 
шении мне представляется то применение, которое 
дается величинам &’, 1’, 5’, &",... при отсутствии 
данных 0б их значениях, а лишь на основании услов- 
ных уравнений, которым они подчинены, — величинам, 
которые в конце концов совершенно исчезают из 
расчета; я не сомневаюсь, что этот вид анализа может 
оказаться полезным и в других случаях. 

Между прочим, если это решение несколько про- 
странно, то это обстоятельство следует приписать 
лишь большой общности, которую я хотел сохранить; 
можно было указать два способа упрощения расчета, 
один —основанный на допущении, что постоянные ве- 
личины РЁ, С, Н равны нулю (п. 25), и второй — осно- 
ванный на приравнивании нулю постоянных величин 
[ит (п. 30). 

Первое из этих допущений всегда считали необхс- 
димым для получения полного решения проблемы, 
до тех пор, пока в своем мемуаре 1773 г. я не дал 


*) Оепугез 4е Гастапое, т. ПГ, стр. 579. (Прим. Дарбу.) 
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способа, с помощью которого можно избежать этого 
допущения. Действительно, это допущение заклю- 
Чается в том, что за оси координат а, 6, с избирают 
такие прямые, чтобы суммы №46 От, Вас От, $ 6е рт 
были равны нулю (п. 19); Эйлер впервые доказал, 
что это всегда возможно, какова бы ни была форма 
тела, и что определенные таким образом оси являются 
естественными осями вращения, т. е. такими осями, 
что тело может свободно вращаться вокруг каждой 
их них. Хотя всегда можно найти оси, обладающие 
указанным свойством, и хотя положение осей тела 
вообще является произвольным, тем не менее пред- 
ставляется небезразличным получить решение, совер- 
шенно прямое и не зависимое от указанных особых 
соображений. 

Второе из упомянутых допущений зависит от 
положения осей координат &, т, Св пространстве, 
которое, будучи точно так же произвольным, может 
быть всегда выбрано таким образом, чтобы постоян- 
ные величины / и т оказались равными нулю, в чем 
можно непосредственно убедиться © помощью най- 
денных нами выше общих выражений для &, 1, 6. 

32. Если допустить, что ЕЁ, С, Н равны нулю, то, 
как мы видели в пункте 26, получается 

ЭТ ЭТ ОТ 
= = =— = СТ, 
дг 
а если эти значения подставить в три дифференци- 
альных уравнения (А), то получаются следующие 


уравнения: 


арб” чт! =0, 44+ 


А-—С 


+7“ рааг= 0; 


последние совпадают с уравнениями, примененными 
Эйлером при решении настоящей проблемы, которое 
он дал впервые (см. Мётойгез 4е 1’Асаабиле 4е Вегп 
за 1758 г.). Для того чтобы в этом убедиться, доста- 
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точно принять во внимание, что постоянные величи- 
ны А, В, С (п. 20) представляют собой совершенно 
то же, что Эйлер назвал моментами инерции тела 
вокруг осей координат а, 6, с, и что переменные р, а, 
г зависят от мгновенного и произвольного вращатель- 
ного движения; таким образом, если через в, В, \ 
обозначить углы, образуемые осью, вокруг которой 
тело в каждое мгновение произвольно вращается, 
с осями а, 6, с, и через.р угловую скорость вращения 
этой оси, то мы будем иметь (п. 29) 


р=рс089, 4=06088, г=рсо5у. 


Что касается других уравнений Эйлера, служащих 
для определения положения осей тела в пространстве, 
то они соответствуют нашим уравнениям (С) пункта 29. 
В самом деле, так как девять величин &’, т’, (',, /",... 
представляют собою не что иное, как прямоугольные 
координаты трех точек тела, взятых на трех осях на 
расстоянии, равном единице от центра (это, очевидно, 
следует из того, что указанные величины получаются 
из трех величин &, 1, <, если последовательно поло- 
жить а=1, 6=0, с-=0, затем а=0, В =1, с=0 и, 
наконец, а=0, 6=0, с=1), то ясно, что если вместе 
с Эйлером через [, т, п обозначить дополнения углов 
наклона этих осей к неподвижной плоскости Ё и т, 
а через Х, и, у— углы, образуемые проекциями этих 
же осей с неподвижной осью & то мы получим три 
следующих выражения: 


2” = с0$ [, 7’ = зщ [31а ^, с’ = 810 [0$ А, 
(= с03т, 1’=эштЬьшы, = ©” = 9шт с03ы, 
=’ = с08П, 1’”’’= пя шУ, Е’ = 6059; 


с помощью этих подстановок можно легко получить 
уравнения, к которым Эйлер пришел путем геометри- 
ческих и тригонометрических соображений. 

33. Между прочим, если одновременно сделать 
оба допущения, что Ё, С, Н равны нулю и что [, т 
тоже равны нулю, то мы получим наиболее простое 
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решение с помощью трех уравнений (0) пункта 29, 
подставив в них значения <’, С", С’”’и р, а, г в функ- 
ции ф, ®, о (п. 7, 20); в самом деле, этим путем мы 
получим три следующих уравнения первого порядка: 


п 2зтпоа 60$ © 4® . . 
АПУ 9 60304 пФ о, 


(д) 
В 603 9 311 ® ое зп 2 4 = п созозшо, 
С п созо, 
[А 
которые, очевидно, могут быть сведены к следующим: 
Аа 
п ЧЕ — А, 
`` (сом о 
па — Ва = — 8874 
у 1 © 
па —Сау=_9 
С05 ® 


А если исключить 4 и 4, сложив последние три 
уравнения, после того как они умножены .соответ- 
ственно на (—В, АС, ВА. мы получим уравнение 


$ © 4® 
А (С— В) ть - `В (А— С) - 11 ® + 
С (В А)“ а =0, 
которое приводится к следующему виду: 
с08 ® 4® _ С (В- А)4› 
шо = .„._А4(С-В)’ 


где переменные разделены. 
Правая часть этого уравнения преобразуется в 


С(В-—А)з1т © созо 4$ 
В(А-—С)з11*%—А (С-В) соз? $ 
или еще в 
С(В-—А)зш 2342 | 
2АВ-С(А+В)+С(В-4А)с08 23 ' 
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следовательно, если произвести логарифмическое ин- 
тегрирование и затем от логарифмов перейти к чи- 
слам, то мы получим 


2АВ—С(А+ В) +С(В—4) со 24 =, , 


где К — произвольная постоянная. Но 


ФЕИ 16052 — 032$ . 


1+ соз 2$ ' 


следовательно, подставив предыдущее значение, мы 
получим 

‹ /2А(В- С) 311? о —К 

=] ово К’, 


а подставив указанное значение $50 в два первых 
дифференциальных уравнения, мы будем иметь 


_ А „/2В(С-ЮяеоЕ 
п — 149 —= , иг (В-б) я о_К' 


В ао И 24 (ВС) зш?о-К. 


пи—В = — Я © 2В(С-А) зп? о- К? 


в этих уравнениях переменные разделены, поэтому, 
будучи проинтегрированы, они дадут ё и ® в функции о. 

Это решение совпадает с решением, данным Да- 
ламбером в томе ТУ его «Оризеез». 

34. Перейдем ко второму случаю, в котором мы 
предполагаем, что тяжелое тело подвешено в одной 
неподвижной точке, вокруг которой оно может сво- 
бодно вращаться во всех направлениях. Приняв эту 
точку за центр тела, т.е. за общее начало координат 
т, Сиа, БВ, с, и допустив, что координаты < на- 
правлены сверху вниз, мы получим для вращательного 
движения тела уравнения (В) пункта 23. Эти урав- 
нения сложнее уравнений предыдущего случая ввиду 


наличия членов, умноженных на величины Зарт, 


Лт, се От, которые не равны нулю, когда центр 
тела, положение которого здесь дано, не совпадает 
с его центром тяжести; тем не менее можно добиться 
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еще уничтожения двух из этих величин, если одну 
из осей координат а, 6, с, положение которых в теле 
произвольно, провести через центр тяжести, благодаря 
чему рассматриваемые уравнения несколько упро- 
стятся. 

Итак, допустим, что ось координат с проходит 
через центр тяжести тела; тогда, в силу свойств 
этого центра, мы будем иметь 


Зарт=0, \ЬШт=0: 


если через А обозначить расстояние между центром 
тела, являющимся точкой подвеса, и центром тяжести, 
то мы, очевидно, также получим 


№ (е— А) рт=0; 


следовательно, 


Мерт = МЁЕШт = А От = Ат, 


где т обозначает массу тела. 
Произведя указанные подстановки и подставив А 
вместо т, мы получим три следующих уравнения: 


а9т | 
др ЭТ ЭТ и 
в 14а; Га НА" =0, 
а9тТ 
аа г т с, _ (Е) 
4 ТГдр` Ре < =0, | 
т | 
дг ОГ д 
в ТР 995 =0, ; 


в которых 
Т = > (Ар? - Ву? -- Ст?) — Ра’ — Срг— Нрд. 


35. Можно прежде всего найти два интеграла этих 
уравнений, умножив их соответственно на р, 4, г 
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ли 
з 


или на ©’, ””, 
как (п. 13) 
а’ = ("т С”’аь а4’=(’”р-— г) 4 
4" = (74—© р) 4 
то мы таким образом получим два уравнения: 


эт ат ат я ии 


и сложив, в самом, деле, так 


г’ ЭТ Ри ЭТ Г ЭТ 
"Ч "ат +" Ч, 
ОТ / ОТ и ЭТ 7 


интегралами которых являются нижеследующие урав- 
нения: 


ОТ ОТ ОТ рр 
Ро +95, НТ» -Т-К>” =}, 


эт ,„„дт ЭТ 
7’ убаии #’’ —— 777 — 
° др ба Не =, 


где р и й— две произвольные постоянные. 

Нахождение других интегралов и, следовательно, 
общее решение задачи представляются трудными. 
Однако последнее становится осуществимым, если 
допустить, что форма тела подчинена частным усло- 
ВИЯМ. 

Так, если допустить ЕР =0, С=0, Н=0 и затем 
А=В, то мы будем иметь 


ЭТ ЭТ 
`др — Ар, 9а = Ад, 
. -. ЭТ 
и третье из уравнений (Е) примет вид 45 =0, инте- 
гралом которого является 


2Т — сорзь 
5; = 60186. 


Это — случай, когда ось координат с, т. е. прямая, 
проходящая через точку подвеса и через центр тя- 
жести, является естественной осью вращения и когда 
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моменты инерции вокруг двух других осей между 
собою равны (п. 32), что имеет место у всех твердых 
тел вращения, когда неподвижная точка взята на оси 
вращения. Этот случай легко разрешается с помощью 
трех найденных выше интегралов *). 
Действительно, так как 
А (р? + 4? Ст? 
т — 4 (+97) но”, 
2 2 
то ясно, что указанные три интеграла могут быть 
приведены к следующему виду: 
А (р’ -- т) -- Ст? — 2КС’"' — 2}, 
А (Ср) + Сб’т=й, г=п, 
где }, й, п — произвольные постоянные. 
Следовательно, если вместо *’, {", (’’’ и вместо 


р, 4, г подставить их выражения в функции о, 9, & 
(п. 7, 20), то мы получим три следующих уравнения: 


3112 ® 442 -+- 4? 
А 4? 


+- Сп с08%® =, 


+ Сп? — 2С сов = 24, 


4. 605% 4$ _„ 
Ф в 


311? ® 44{ 


А (А 


которые, как видим, обладают тем преимуществом, 
что в них не входят углы Ф и ф в конечном виде. 
Прежде всего второе из указанных уравнений дает 
аф _ №—Сп со5 
о Аято ' 


а если последнее выражение подставить в первое 
уравнение, то мы получим 


(1) 


п 


*) Интересно отметить, что настоящая задача была позднее 
разрешена Пуассоном как совершенно новая. Рещение, кото- 
торое он дает, не упоминая при этом Лагранжа, составляет 
часгь ХУ[Г выпуска Лотгпа1 де 1’Ёсо]е Ро|{есьп1ачае, опубли- 
кованного в 1815 г., и было затем воспроизведено во втором 
издании его «Мёсвапаче». (Прим. Бертрана.) 
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затем второе и третье уравнения дают 


(№ — Сп с0$ ®) до 
по ИА и (7 би ЭК 6055) = (& = бпс0зь} 
__ [Ап — № с0$ ® + (С — А) п с03? ®] 4® , 
— явь Иди» @7 Сие ЭК 003%) = & —Спс0з в) 


46 = 
аФ 


это — уравнения, в которых переменные разделены, но 
интегрирование которых, вообще говоря, зависит 
от спрямления конических сечений [""]. 


36. Теперь обратимся снова к уравнениям (Е) 


9Т ОТ 
и подставим в них выражения др, 9а ’ д. через 


р, 4. г; тогда эти уравнения примут следующий вид: 


Аар- С а4аг- На 
А 


+ (С— В) ат + Е ("—9)— С ра Н рг-+ К" =0, 
Ваа-Е4- На 
Ч го Н р | 
+ (А— С) рг-- С (р —г)—Нт-Ера-— КУ =0, 


С4гЕаа— Сар 
кт. + 


+ (В — А) 9+ Н (Р-Р) Е р б4т=0. 
Когда тело находится в покое, три величины р, 4, г 


равны нулю, так как | р*-- 4+ т? является мгновен- 
ной скоростью вращения (п. 29); следовательно, 
в этом случае мы имеем 


(=0 и "=0; 


поэтому, в силу С” -- С” =1 и, стало быть, 
в силу С’’=1, ось координат © совпадает с осью 
координат с; это значит, что последняя ось, которая 
проходит через центр тяжести тела и которую мы 
впредь будем называть осью тела, вертикальна; это 
соответствует состоянию покоя тела; последнее 
можно еще лучше увидеть с помощью формул 
пункта 7, которые дают $11 фз1п о =0, созфэшто =0и, 
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следовательно, ® = 0, где ® — угол, образуемый обеими 
осями координат с и 6. 

Если же, допустив, что тело находится в движе- 
нии, в то же время допустить, что его ось весьма 
мало отклоняется от вертикальной линии, так что угол 
отклонения ‹« остается всегда очень малым, то в этом 
случае величины +’, (” будут очень малыми, и тогда 
мы будем иметь случай, при котором тело совершает 
лишь очень малые колебания около вертикальной 
линии и в то же время имеет некоторое вращатель- 
ное движение вокруг своей оси. 

Этот случай, который до сих пор еще не был 
разрешен, может легко получить полное разрешение 
с помощью наших формул; в самом деле, если и” 
рассматривать как очень малые величины первого 
порядка и отбросить очень малые величины второго 
и следующих порядков, то с помощью условных 
уравнений пункта 5 мы получим 


ТР — 1, 2’ !' _ в "и 1'' = — 0’ — 9" 
И 
Е? -- риа — 1, 1* -- 7”? — , ЗИ + т” — 0; 


следовательно, 


оси о и __ у 
) 
2’ =911®, &” == 603 ® 
7” =3110, 9”=с050 и с03(э —6) =0, 
откуда _ 
« = 90° +6 
и стало быть, 
=” — с050, Е” = — 9110. 


Подставив указанные значения в выражения АР, 
40, ай пункта 11, мы получим 


аР =’ ав + а4-"”, а4090=""а9— а”, ав=а6, 


пренебрегая все время величинами второго порядка. 
19 ж. Лагранж, т. И 
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Итак, указанным путем мы будем иметь 


_ аР __ 5' 49 +45" 
а _ РГ , 
49 _ Е” 46 —_ 45’ 
Ч — ф } 
ав 46. 
а 4’ 


если эти значения подставить в указанные выше 
дифференциальные уравнения, то последние дадут 
линейные уравнения для определения переменных 
<’ и" при условии, что мы будем отбрасывать сте- 
пени и произведения этих переменных. 

Однако раньше, чем произвести эти подстановки, 
отметим, что если (’и ("” положить равными нулю, 
то упомянутые уравнения дадут 


426 40 0 426 
бе Е ав = 0, —Р ав бав=0, Сав=0. 
Следовательно, так как С не может стать равным 
нулю, — по крайней мере, если тело не будет сведено 
к физической линии, ибо С равно № (а 6*) рт, — 
то отсюда следует, что этим уравнениям можно 


г 
удовлетворить, лишь положив =; -=0 и затем либо 


2—0, либо Е=Ои С=0. 


Отсюда легко придти к заключению, что в том 
случае, когда С’и (” не равны нулю, но только 


0 
очень малы, то или величина -,, или величины Ри С 


тоже очень малы; таким образом, мы имеем здесь 
два случая, которые должны быть рассмотрены 
отдельно. 


а 
37. Предположим, во-первых, что 4: — очень малая 


величина того же порядка, чтои Си ('; тогда с точ- 
ностью до величин второго порядка мы будем иметь 
45” 45’ 
Рф, Ч ш 
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Если подставить эти величины, все время отбра- 
сывая величины второго порядка, и для большей 
простоты буквы <’, (” заменить буквами $, и, то диф- 
ференциальные уравнения предыдущего пункта примут 
следующий вид: 


2, 2 о 
А 4?и ЕН КиО, 
— В а?$ — Е 429 — Н аи 
С 49 РЕ 45 — Саи _ |, 


4? 


Последнее уравнение дае 49 _СФи- Ра». 
лед УР дает ть = — ое ‚ ПодД- 


ставив это выражение в два первых уравнения, мы 
получим следующие два уравнения: 

АС — С?) 4*и + (СН-- СР) 42$ 

(сб а Ре СН + ОР) + СКи=0, 

ВС — Е?) 4$ + (СН -+ СР) 4?и 

ее О 4+ СК; =0, 
интегрирование которых легко осуществляется с по- 
мощью известных методов. 

Для этой цели мы положим 
$=яз1т (и -- В), и=у зщ (0 - 3), 

где а, В, 1, р являются неопределенными постоянными 
величинами; после указанных подстановок мы получим 
два следующих условных уравнения: 


(АС— 6*) 15? + (СН + Е) а? —СКу=0, 
(ВС— Е*) ар? + (СН + СР) 16? —СКа=0, 
которые дают 
1_ _ (СН+СЕ)*  _ СК-(ВС-Е и. 


« СК-(АС-б)т (СН+СР ' 

отсюда вытекает следующее уравнение относительно р: 
22 

бя = — [ВС 2*+АС— 6] Ч; + 


о 
+ (ВСЕ?) (АС- 6*)—(СН+6Е)=0, 
19* 
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которое, как видим, будет иметь четыре корня, 
попарно равных между собою, но с противоположными 
знаками. 

Поэтому, если через ри р’ обозначить неравные 
корни этого уравнения, отвлекшись от их знака, 
и взять четыре произвольные постоянные величины 
а, &’, В, 3’, то, вообще говоря, мы будем иметь 


5=т (9-3) + а’ эт (Е В’) 


и, следовательно, 
и (СНЫ + СР) 021 вт (5+ В) 4. (СН+ ОЕ) о’?а' 5щ (0'Е + 5") 
—_ СК -— (АС - 4?) 5? СК — (АС — 6?) 6? " 


1 


Наконец, интегрируя уравнение, содержащее т», 


мы получим 
Чи — Ез$ 
= а - . 


Таким образом, указанным путем мы определим все 
переменные в функции &, и задача будет разрешена. 
Так как приведенное выше решение основано ва 


49 
допущении, что $, ий и ;, представляют собою очень 


малые величины, то для законности этого допущения 
необходимо: 1) чтобы постоянные , ®’и й были тоже 
очень малыми величинами; 2) чтобы корни р, р’ были 
вещественными и неравными с тем, чтобы угол & 
всегда находился под знаком синуса. Но это послед- 
нее условие требует соблюдения следующих двух 
условий: 


ВС — Е* + АС— С" > 0, 


[ВС — Е* + АС— С?] > 
> 4 [(ВС- Е*) (АС б*)— (СН +6Е)]|, 


выполнение которых зависит только от формы тела 
и от положения точки подвеса. 

38. Во-вторых, предположим, что постоянные вели- 
чины Ри С также являются очень малыми величи- 
нами того же порядка, что (’и ("; если в этом слу- 
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чае пренебречь величинами второго порядка и под- 
ставить $, и вместо (, 3, то дифференциальные 
уравнения пункта 36 примут следующий вид: 
А [4 (5 46) + №] 640 _Н 490-43] ‚ 
а @ у 
(С— В) (и ав — 45) 44 Рав? 
+ ав Нав т 
468 + 4и)4а 
Ки 0, 
В [а (и а8) -— 4$] Е 420 _ Н[4(5 48) + 4?и] + 
ар _ а ‚41? 
(А- С) ($40 + 4и) 480 ва6 _ 
т 4? _ ав 
Н (и 48 — 45) 46 _ 1. _ 
— т. К =0 


) 


С 420 
“аа = 


Последнее уравнение дает 


470 
дез = 0, 


а после интегрирования 
48 _ 
д", 
где п — произвольная постоянная. 
Если это значение Е. подставить в оба уравнения, 
то мы получим уравнения 
4?и 425 45 
+ (С— В) пи + Еп? + Нпт’з + Ки =0, 
425 фи ди 
+ (С — А) п?; + Сп? -- Нп?и  Кз=0, 


интегрирование которых не доставляет никаких затруд- 
нений. 
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Если эти уравнения разделить на 7? и затем для 
большей простоты подставить в них 40 вместо ПаЕ 
помня при этом, что отныне 40 следует рассмат- 


ривать как постоянную величину, то, положив 


ГЕК, = (п. 34), мы получим 


(С— А+) 5+ 84° 4 (С А-В) + 
НР 6- 0, 
(С-А-В + 
+Н (+3) +Р= 0. 


Чтобы проинтегрировать эти уравнения, я пред- 
варительно уничтожаю постоянные члены, положив 
$=х-], и=у-Й и определив постоянные }, Й таким 
образом, чтобы члены ЕР и С исчезли; это дает два 
следующих условных уравнения: 


(САБ У-ЕНЬ+в=0, (С-В+Г+Н!+Е=0, 


откуда получается 


(С—В-Г)и + Аи — 


ЕН-С(С-В+Г 
1= СЕВЕЬС-А+Г-И?' 
,_  @Н-Р-АЬ 

С-В С-А+Г)-Н?' 


теперь мы имеем относительно х, у, 0 те же самые 
уравнения, что мы имели относительно $, и, 0, с тем 
лишь различием, что эти уравнения уже не содержат 
постоянных С, РЁ. 

Теперь я полагаю 


х=ае", у= Веб, 


где &, Ви #1 являются неопределенными постоянными, 
а е— число, гиперболический логарифм которого 
равен 1. Так как все члены уравнения, которые нам 
предстоит интегрировать, содержат х и у в пер- 
вом измерении, то отсюда следует, что после подета- 
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новки все они будут делиться на ей и что тогда оста- 
нутся два, следующих условных уравнения: 


[Сб АНЕ+ВИ]- [(С—А— В): —Н (1+7) В =0, 
[С -В+Е-+АЙ] В — [(С-А— В): —Н (1+7) «=0, 


й 


которые дают 


В__  С-А+Г+вй _  (С-А-В+Нач+в 
р) С-А-Ве+Н (1+7) п С-В+Г+АЙ у 


таким образом, мы получим нижеследующее уравне- 
ние относительно #1: 


[СВЕ А] [С АЕ ВИ] -- 
+ (С -А— ВР — 8? (1+7) = 0; 


если положить 1--Г==р, то это уравнение примет 
следующий вид: 


(АВ Н*) + КАЧ В) (Е ©) + СН + 
+21 (АВ С)=0. 


Определив с помощью этого уравнения р, мы по- 
лучим 
—т А+В-—С)Ув-1+ Но вит 
2 = ве) Ур-1 —_А+В-©ФУв-1+ НР 9Ув-—1 
‚9 АВГ 
причем постоянная а останется неопределенной. Так 
как уравнение относительно р имеет два корня, 


а корень Ув — 1 может быть взят как положительным, 
так и отрицательным, то мы получаем четыре различ- 
ных значения т, у, которые, будучи взяты совместно, 
удовлетворяют и заданным уравнениям, ибо перемен- 
ные х, у входят в них только в линейной форме. Сле- 
довательно, если для @ взять четыре различные 
постоянные величины, то указанным путем мы полу- 
чим полные значения х и у, так как эти значения 
зависят лишь от двух дифференциальных уравнений 
второго порядка и поэтому могут содержать только 
четыре произвольные постоянные величины, 
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39. Для того чтобы выражения 5, у не содер- 


жали круговых дуг [°*], необходимо, чтобы УИр—1 был 
мнимым и, следовательно, чтобы „ было вещественной 
величиной, меньшей единицы. 

Обозначим через р и с оба корня уравнения отно- 
сительно р, предполагая их вещественными и мень- 
шими единицы, и дадим четырем произвольным 
постоянным следующий мнимый вид: 


ле У -—1! _ ае-В У -1 ее И —! _ де" 1. 
И-1’ Иу-т’ Зу-1' и -1’ 


тогда, произведя указанные подстановки и перейдя 
от показательных функций к синусам и косинусам, 
мы получим следующие полные и вещественные выра- 
жения для д и у: 


с =азт (8 У 1-8) + уз (0 И 1—с-+®,), 
А+В- С) У1-ь —_—_ 
О ов УВ + 
аНо . — 
Нотаа-о-т8 (И 1+ + 
(АВС) И1-в 
ТВ-САИ-Э-Е 


УНс . Я __ 
Чвеа-а-р90у1 +2), 


соз (0 И 1+ =) 


где а, В, |, =— произвольные постоянные, зависящие 
от начального состояния тела. 
Определив таким образом д и у, мы получим 


ЕН+С(В-С-Г) 
+9626 -В’' 
— СН+Е(А-С-Т) 
Ут (4-6 -б-Ю-в` 


Следовательно, приняв для @ какой-нибуль угол. 
пропорциональный времени, мы получим (п. 36) 
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Г’ 


следующие значения для девяти переменных &', т’, *”, 


Е”, т”, 
с’ = С05 0, = 81 0, 
<” = — 511 В, 7” = с0$ 6, 
с’’’ — — $050 из1т0, 1’’= — $9110 — и со$0, 
/ 
К =$, 
С" — 
— р 
т" — 1; 


таким образом, нам будут известны координаты &, 1, 
< каждой точки тела в`любое мгновение (п. 1). 

Если приведенные выше выражения *,, 7’, 
сравнить с выражениями, указанными в пункте 7, 
то мы легко получим и значения углов вращения 
ф, 4, ®; мы найдем 


ф-+-ф=0, Упозто=$, с0о5фято=и, 


откуда следует 


Шо=иИ я, ==. ф=0— 5. 

На основании определений пункта 7 легко видеть, 
что ® представляет собою угол наклона оси тела 
к вертикали, по предположению, очень малый, что ф 
будет углом, описываемым этой осью при ее вращении 
около вертикальной линии, и что ф будет углом, опи- 
сываемым самим телом при его вращении вокруг 
той же оси, причем последние два угла могут иметь 
любую величину. 

40. Однако для правильности приведенного выше 
решения нужно, чтобы переменные $ и и всегда оста- 
вались очень малыми. Таким образом, не только 
постоянные д и 1, зависящие от начального состояния 
тела, должны быть очень малыми величинами, но 
и значения постоянных Р и С, заданных формой тела, 
должны быть очень малыми и сверх того корни рис 
должны быть вещественными и положительными с тем, 
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чтобы угол @ всегда находился под знаком синуса 
и косинуса. 
Если допустить Р=0, С =0, т. е. 


$ Рт=0, Заерт=0, 


то мы получим условия, необходимые для того, чтобы 
моменты центробежных сил вокруг оси тела, явля- 
ощейся в то же время осью координат с, исчезли, 
так что тело сможет равномерно и свободно вращаться 
зокруг этой оси. Но известно, что в каждом теле 
имеются три взаимно перпендикулярные и проходящие 
через центр тяжести оси, которые обладают указан- 
ным свойством и которые, по Эйлеру, обычно назы- 
вают главными осями тела. А так как мы допустили, 
что ось тела проходит одновременно через центр тяже- 
сти и через точку подвеса, то отсюда следует, что 
когда тело подвешено в любой точке, взятой на одной 
из его главных осей, то величины РЕ и С равны вулю. 

Таким образом, для того, чтобы эти величины, 
не будучи абсолютно равными вулю, все-таки были 
очень малыми, необходимо, чтобы точка подвеса тела 
находилась очень близко к одной из его главных осей; 
таково первое условие, необходимое для того, чтобы 
ось тела совершала лишь очень малые колебания вокруг 
вертикальной линии, в то время как само тело совершает 
какое-либо вращательное движение вокруг этой оси. 

Второе условие. необходимое для того, чтобы ука- 
занные колебания были всегда очень малыми, связано 


с уравнением относительно 0, ОНО СВОДИТСЯ К неравен- 
ствам 


[(А+ В) ([— С) + С? > 
> 4(АВ— Н*) [21—21 (А+ В— С), 


(Ав НУ (А+ В) 6)+6*. | 
— `` АВ- Н® 


А-С-Г)(В-С-Б- НН? 
орет о 
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которые зависят одновременно от положения точки 
подвеса и от формы тела. 

41. Данное нами выше решение включает теорию 
малых колебаний маятников во всей той общности, 
которая ей может быть придана. Как известно, Гюй- 
генс первый дал теорию круговых колебаний, затем 
Клеро прибавил к ней теорию конических колебаний, 
имеющих место в том случае, когда маятник, будучи 
выведен из своего положения покоя, получает толчок, 
направление которого не проходит через это положение. 
Но в том случае, когда маятник одновременно полу- 
чает вращательное движение вокруг своей оси, вызван- 
ная этим движением центробежная сила может сильно 
расстроить колебания, —будь то круговые или кони- 
ческие; определение этих новых колебаний предста- 
вляет собою задачу, которая никогда еще не была 
полностью разрешена для маятников любой формы. 
Это обстоятельство и побудило меня заняться здесь 
указанным вопросом. 


о - И 


У ты 


ОТДЕЛ ДЕСЯТЫЙ. 
0 ПРИНЦИПАХ ГИДРОДИНАМНКИ. 


Предмет гидродинамики составляет определение 
движения жидкостей; предметом же обычной гидрав- 
лики является искусство проведения воды и исполь- 
зования ее для приведения в Движение машин. Это 
искусство ввиду постоянной потребности в нем должно 
было культивироваться во все времена, и древние, судя 
по тому, что они оставили нам по этому вопросу, были, 
пожалуй, не меньше искушены в нем, чем мы. 

Гидродинамика же представляет собою науку, воз- 
никшую в последнем столетии. Ныотон впервые попы- 
тался вычислять движение жидкостей на основе прин- 
ципов механики, а Даламбер впервые свел истинные 
законы их движений к аналитическим уравнениям. 
Архимед и Галилей (ибо промежуток времени, отде- 
ляющий этих двух гениальных людей, исчезает в исто- 
рии механики) занимались только вопросом о равно- 
весии жидкостей. 

Торричелли начал с исследования движения воды, 
вытекающей из сосуда через очень маленькое отвер- 
стие, и нашел закон этого движения. Он установил, 
что если струе дать вертикальное направление, то она 
всегда почти достигает уровня воды в сосуде. А так как 
можно было наперед допустить, что при отсутствии 
сопротивления воздуха и трений струя в точности 
достигла бы уровня воды, то Торричелли отсюда сде- 
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лал вывод, что скорость вытекающей воды равна той 
скорости, какую она приобрела бы, если бы свободно 
падала с высоты уровня, и что, следовательно, эта ско- 
рость пропорциональна квадратному корню из этой 
высоты. 

Не имея, однако, возможности 'дать строгое до- 
казательство этого предложения, Торричелли огра- 
ничился тем, что привел его в качестве опытного за- 
кона в конце своего трактата «Ое тофа паагаЦег 
ассеега{о» (О естественно ускоренном движении), напе- 
чатанного в 1643 г. Ньютон попытался доказать этот 
закон во второй книге своих «Ргшс1р1а ша ета са», 
появившихся в 1687 г.; следует, однако, признать, что 
данное место является наименее удовлетворительным 
во всем великом творении Ньютона. 

Если рассмотреть водяной столб, свободно падаю- 
щий в пустоте, то легко убедиться, что он должен при- 
нять форму конбоида, образованного вращением гипер- 
болы четвертого порядка вокруг вертикальной оси; 
в самом деле, скорость каждого горизонтального слоя, 
с одной стороны, пропорциональна корню квадрат- 
ному из высоты, с которой она падает, а с другой сто- 
роны, в силу непрерывности воды, она должна быть 
обратно пропорциональной величине этого слоя и, сле- 
довательно, обратно пропорциональной квадрату его 
радиуса; отсюда следует, что часть оси, или абсцисса, 
представляющая высоту, обратно пропорциональна чет- 
вертой степени ординаты производящей гиперболы. 
Таким образом, если представить себе сосуд, имеющий 
форму указанного коноида и постоянно наполненный 
водой, и допустить, что движение воды достигло стацио- 
нарного состояния, то ясно, что каждая частица воды 
будет падать таким образом, как если бы она была сво- 
бодна и что, следовательно, при выходе из отверстия она 
будет обладать скоростью, соразмерной высоте сосуда, 
из которого она падает. 

Ньютон же представляет себе, что вода, наполняю- 
щая цилиндрический вертикальный сосуд, имеющий 
в своем основании отверстие, из которого вода выте- 
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кает, естественно разделяется на две части, из которых 
только одна находится в движении и имеет форму упо- 
мянутого нами выше коноида; эту часть воды он назы- 
вает ката ракто.м; другая часть воды остается в покое, 
как если бы она замерзла. При этих условиях ясно, 
что вода должна падать со скоростью, равной той, ка- 
кую она приобрела бы, если бы она упала с высоты со- 
суда, как это на опыте установил Торричелли. Однако, 
измерив количество воды, вытекшей в течение заданного 
времени, и сравнив его с величиной отверстия, Нью- 
тон в первом издании своих «Ргше!р1а» пришел к вы- 
воду, что скорость истечения из сосуда соответствует 
только половине высоты воды в сосуде. Эта ошибка 
произошла вследствие того, что он сначала не обратил 
внимания на сжатие водяной струи; во втором издании, 
вышедшем в свет в 1714 г., он учел это обстоятельство 
и установил, что наименьшее сечение струи относится 


к отверстию сосуда почти, как 1 к ИУ 2; таким образом, 


если это сечение принять в качестве действительного 
сечения сосуда, то скорость должна увеличиться в том 


же самом отношении 1 к У? и, следовательно, должна 


соответствовать всей высоте воды. В результате этого 
теория Ньютона приблизилась к данным опыта, но она 
не стала от этого более правильной; действительно, об- 
разование катаракта или фиктивного сосуда, в кото- 
ром, согласно допущению, вода должна двигаться, 
в то время как окружающая вода остается в покое, 
очевидно, противоречит известным законам равно- 
весия жидкостей, так как вода, которая падала бы 
в этот катаракт со всей силой своей тяжести, не вызы- 
вая никакого бокового давления, не была бы в состоя- 
нии противостоять давлению окружающей жидкости, 
остающейся в состоянии покоя. 

За двадцать лет до того Вариньон представил в Па- 
рижскую академию наук более естественное и более 
правдоподобное объяснение рассматриваемого явления. 
Заметив, что, когда вода вытекает из цилиндрического 
сосуда через маленькое отверстие, сделанное в дне, 
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она совершает в сосуде движение, лишь очень малое 
и притом заметно однообразное для всех ее частиц, 
он отсюда сделал тот вывод, что в данном случае не 
существует никакого ускорения и что часть жидкости, 
вытекающая в каждое мгновение, получает все свое 
движение от давления, производимого весом столба 
жидкости, основанием которого она является. Этот вес, 
пропорциональный величине отверстия, умноженной 
на высоту воды в сосуде, должен быть пропорционален 
количеству движения частицы, выходящей в каждое 
мгновение из отверстия. А это количество движения, 
как известно, пропорционально скорости и массе, мас- 
са же в данном случае пропорциональна произведению 
величины отверстия на малое пространство, проходи- 
мое частицей в заданное время, — пространство, кото- 
рое, очевидно, пропорционально скорости этой же ча- 
стицы; следовательно, количество движения пропор- 
ционально величине отверстия, умноженной на квад- 
рат скорости. Итак, высота воды в сосуде пропорцио- 
нальна квадрату скорости, с какой она вытекает, в чем 
и заключается теорема Торричелли. 

Однако изложенное выше рассуждение содержит 
некоторые слабые пункты, так как оно молча допу- 
скает, что маленькая масса, вытекающая в каждое 
мгновение из сосуда, внезапно получает всю свою 
скорость благодаря давлению столба, соответствую- 
щего отверстию. Но известно, что давление не в со- 
стоянии сразу вызвать конечной скорости. Если же 
допустить, а это представляется естественным, что вес 
столба действует на частицу в течение всего времени, 
когда она вытекает из сосуда, то ясно, что эта частица 
получает ускоренное движение, количество которого 
к концу любого времени пропорционально давлению 
умноженному на время. Следовательно, произведение 
веса столба на время истечения частицы равно произ- 
ведению массы этой частицы на достигнутую ею ско- 
рость, а так как масса есть произведение величины отвер- 
стия на малое пространство, описываемое частицей при 
ее выходе из сосуда, причем это пространство, согласно 
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природе равномерно ускоренных движений, пропор- 
ционально произведению скорости на время, то отсюда 
следует, что высота столба опять-таки пропорциональ- 
на квадрату достигнутой скорости. Таким образом, 
этот вывод правилен, если согласиться с тем, что каж- 
дая частица, вытекая из сосуда, испытывает на себе 
давление полного веса всего столба жидкости, имею- 
щего своим основанием эту частицу; последнее дей- 
ствительно имело бы место, если бы содержащаяся 
в сосуде масса была неподвижна, так как тогда давление 
ее на ту часть дна, где находится отверстие, было бы рав- 
но весу столба, для которого она является основанием, 
но это давление должно быть иным, когда жидкость 
находится в движении. Однако ясно, что чем больше 
жидкость приближается к состоянию покоя, тем больше 
и давление ее на дно приближается ко всему весу вер- 
тикального столба; сверх того, опыт показывает, что 
движение жидкости в сосуде становится тем меньшим, 
чем меныше отверстие. Таким образом, изложенная 
выше теория тем больше приближается к действитель- 
ности, чем больше размеры сосуда по сравнению с от- 
верстием, через которое жидкость вытекает, что под- 
тверждается и опытом. 

Но, с другой стороны, изложенная теория оказы- 
вается недостаточной для определения движения жидко- 
стей, протекающих в трубах, ширина которых очень 
мала и слегка изменяется. В этом случае следует од- 
новременно рассмотреть все движения частиц жидкости 
и исследовать, как они должны изменяться вследствие 
изменения формы трубы. Но опыт показывает, что когда 
труба имеет направление, немного отличающееся от 
вертикального, то различные горизонтальные слои 
жидкости почти сохраняют свою параллельность, 
так что один слой всегда занимает место предшествую- 
щего слоя; отсюда, в силу несжимаемости жидкости, 
следует, что скорость каждого горизонтального слоя, 
измеренная по вертикальному направлению, должна 
быть обратно пропорциональна величине этого слоя, — 
величине, заданной формой сосуда. 
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Достаточно, стало быть, определить движение 
единственного слоя, и данная задача в некотором от- 
ношении оказывается аналогичной задаче о движении 
сложного маятника. Подобно тому как, согласно тео- 
рии Якова Бернулли, движения, приобретенные и по- 
терянные в любое мгновение различными грузами, 
из которых состоит маятник, взаимно уравновешивают 
друг друга на рычаге, так и в трубе должно существо- 
вать равновесие между различными слоями жидкости, 
из которых каждый находится под действием приобре- 
тенной или утраченной в каждое мгновение скорости; 
отсюда путем применения уже известных принципов 
равновесия жидкостей можно было бы тотчас же опре- 
делить движение жидкости в трубе, подобно тому, как 
было определено движение сложного маятника. Однако 
человеческая мысль не всегда приходит к истинам наи- 
более простыми и наиболее прямыми путями; разитель- 
ный пример этого дает рассматриваемый нами вопрос. 

В отделе [ настоящей работы мы изложили различ- 
ные шаги, какие были предприняты для того, чтобы 
добиться разрешения задачи о центре колебания, и ви- 
дели, что правильная теория этой задачи была открыта 
Яковом Бернулли лишь долгое время после того, как 
Гюйгенс ее разрешил на основе косвенного принципа 
сохранения живых сил. Совершенно так же обстояло 
дело с задачей о движении жидкостей в сосудах, и мож- 
но удивляться, что для решения этой задачи не вос- 
пользовались теми познаниями, какие были приобре- 
тены при разрешении первой. 

'Тот же принцип сохранения живых сил дал и первое 
решение этой последней задачи и послужил основой 
«Гидродинамики» Даниила Бернулли, напечатанной 
в 1738 г.,— произведения, которое вообще блещет ана- 
лизом, столь же изящным по своему изложению, сколь 
простым по своим выводам. Но ненадежность этого 
принципа, который не был еще доказан в общем виде, 
должна была сообщить известную ненадежность и вы- 
веденным из него предложениям и вызвать потреб- 
ность в более надежной теории, базирующейся только 
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на основных законах механики. Маклорен и Иван Бер- 
нулли взяли на себя выполнение этой задачи, один 
в своем «Грактате о флюксиях», а другой — всвоей «Но- 
вой гидравлике», напечатанной в собрании его трудов. 
Их методы, хотя и сильно отличающиеся друг от друга, 
приводят к тем же выводам, что и принцип сохранения 
живых сил; следует, однако, признать, что метод Мак- 
лорена недостаточно точен и кажется наперед по- 
строенным в соответствии с теми выводами, которые 
было желательно получить; что касается метода Ивана 
Бернулли, то, не присоединяясь полностью к возра- 
жениям, высказанным против него Даламбером, сле- 
дует сказать, что он оставляет желать лучшего с точки 
зрения ясности и точности. 

В отделе Г мы видели, каким образом Даламбер, 
обобщая теорию Якова Бернулли о движении ма- 
ятников, пришел к простому и общему принципу дина- 
мики, сводящему законы движения тел к законам их 
равновесия. Само собою напрашивается применение 
этого принципа к движению жидкостей, и автор сначала 
попытался сделать это в конце своей «Динамики», 
напечатанной в 1743 г.; затем он ее развил в достаточ- 
ной мере подробно в своем «Грактате о жидкостях», 
появившемся в следующем году и содержащем ре- 
шения, столь же прямые, сколь и изящные, важней- 
‘ших вопросов, которые можно поставить о жидкостях, 
движущихся в сосудах. 

Однако эти решения, как и решения Даниила Бер- 
нулли, основываются на двух допущениях, которые в 
общем случае неверны: 1) что различные слои жидкости 
в точности сохраняют свою параллельность, так что 
один слой занимает всегда меёто предыдущего; 2) что 
скорость каждого слоя совершенно не изменяет своего 
направления, т. е. допускается, что все точки одного 
и того же слоя обладают равными и параллельными 
скоростями. Когда жидкость протекает в очень узких 
‘сосудах или трубах, указанные допущения очень 
‘правдоподобны и как будто подтверждаются опытом, 
но во всех остальных случаях они отклоняются от ис- 
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тины, И тогда не остается иного средства для опре- 
деления движения жидкости, как исследовать движе- 
ние, которое должна иметь каждая отдельная частица. 
Клеро (С1а1гай!) в своей «Геории фигуры Земли» 
(Тьбоге 4е]1а Нолге 4е ]а Тегге), напечатанной в 1743 г., 
дал общие законы равновесия жидкостей, все точки 
которых находятся под действием каких-либо сил; 
оставалось только от этих законов перейти к законам 
движения жидкостей, пользуясь принципом, к которому 
в этот же период Даламбер свел всю динамику. Послед- 
ний предпринял этот важный шаг несколько лет спустя 
в связи с премией, назначенной Берлинской академией 
в 1750 г. за теорию. сопротивления жидкостей, 
и в 1752 г. дал впервые в своем «Опыте новой теории 
сопротивления жидкостей» (Езза1 4’ипе попуее {В боге 
Зиг ]а гёз15бапсе 4ез На14ез) точные уравнения движе- 
ния жидкостей как несжимаемых, так и сжимаемых 
и упругих, — уравнения, принадлежащие к разряду тех, 
которые называют уравнениями в частных производных, 
так как они являются уравнениями между различными 
частями дифференциалов по нескольким переменным. 
Однако эти уравнения не обладали еще всей той общ- 
ностью и простотой, которая им может быть придана*). 
Только Эйлеру мы обязаны первыми общими формула- 
ми для Движения жидкостей, основанными на законах 
их равновесия и выраженными в простой и ясной сим- 
волике частных производных (см. том Берлинской 
академии за 1755 г.). Благодаря этому открытию вся 
механика жидкостей была сведена к вопросу одного 
только анализа, и если бы уравнения, содержащие 
эту механику, были интегрируемы, можно было бы 
в каждом случае полностью определить условия дви- 
жения и действие жидкости, приводимой в движение 
любыми силами; к сожалению, эти уравнения настолько 
плохо поддаются решению, что до сих пор удалось 
добиться цели лишь в очень ограниченных частных 
случаях. 
*) Настоящего и следующего предложения в первом издании 
не было; мемуар Эйлера там не был упомянут. (Прим. Бертрана.) 
20* 
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В этих уравнениях и в их интегрировании и заклю- 
чается, таким образом, вся теория гидродинамики. 
Даламбер для их нахождения сначала воспользовался 
несколько усложненным методом, позднее он предло- 
жил более простой метод; однако этот метод, основан- 
ный на свойственных жидкостям законах равновесия, 
превращает гидродинамику в науку, обособленную 
от динамики твердых тел. Произведенное нами в первой 
части настоящего труда объединение в одной и той же 
формуле всех законов равновесия тел как твердых, 
так и жидких и сделанное нами применение этой фор- 
мулы к законам движения, естественно, приводят нас 
к тому, чтобы точно так же объединить динамику 
и гидродинамику, как ветви единого принципа и как 
выводы из единой общей формулы. 

Такова задача, которую нам остается осуществить, 
чтобы закончить свою работу по механике и тем 
выполнить обязательство, взятое нами на себя в заго- 
ловке настоящего труда. 


ОТДЕЛ ОДИННАДЦАТЫЙ. 
0 ДВИЖЕНИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ. 


1. Законы движения несжимаемых жидкостей 
можно было бы вывести непосредственно из законов 
их равновесия, найденных нами в отделе УП «Стати- 
ки», действительно, согласно общему принципу, изло- 
женному в отделе П, следует лишь к действующим 
ускоряющим силам прибавить новые ускоряющие 


силы 
4?т 4? 423 
а? ’ а?’ а?’ 


направленные вдоль координат х, у, 2. 

Так как в формулах пункта 10 и следующих 
пунктов упомянутого выше отдела УП мы предпола- 
гали, что все ускоряющие силы жидкости уже све- 
дены к трем силам Х, У, Я, действующим по напра- 
влениям координат х, у, 2, то для применения этих 
формул к движению жидкостей следует лишь под- 
ставить 


2х 4?у 422 
Х- зе, Р-р, 2 - за 


вместо Х, У, Й. Однако мы полагаем, что для разре- 
шения интересующего нас вопроса будет целесообраз- 
нее применить непосредственно к жидкостям общие 
уравнения, данные в отделе [У для движения любой 
системы тел. 
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$ 1. Общие уравнения движения 
неежимаемых жидкостей. 


2. Несжимаемую жидкость можно рассматривать 
как состоящую из бесчисленного множества частиц, 
которые свободно перемещаются одна относительно 
другой, не изменяя общего объема; таким образом, 
вопрос сводится к случаю пункта 17 указанного выше 
отдела. 

Пусть Ф_т — масса любой частицы или элемента 
жидкости; Х, У, Й— ускоряющие силы, действующие 
на этот элемент, сведенные для большей простоты 
к направлениям прямоугольных координат т, у, 2 
и стремящиеся уменьшить эти координаты; пусть 


г =0 


— условное уравнение, получающееся из условия 
несжимаемости или неизменяемости объема Дт, — 


некоторая неопределенная величина и №— знак инте- 
грала, соответствующий знаку дифференциала Ди от- 
несенный ко всей массе жидкости [3*]; тогда мы полу- 
чим для движения жидкости следующее общее урав- 
нение (отд. [У): 


$ | ж+х) ве + (+ ву + (= +2 )&2 | Рт+ 
+ $15Г, = 0. 


Теперь в это уравнение следует подставить зна- 
чения ОХт и 0Г, и, добившись исчезновения дифферен- 
циалов вариаций, если последние имеются, приравнять 
нулю, каждый в отдельности, коэффициенты неопре- 
деленных вариаций дх, 8у, 02. 

Сохраним знак ОД для выражения дифференциалов, 
относящихся к мгновенному положению смежных 
частиц, в то время как знак 4 будет относиться 
только к изменению положения той же частицы в про- 
странстве; тогда ясно, что объем частицы Рдт можно 
представить как объем параллелепипеда Дх Ду 0з; 


О ДВИЖЕНИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ 311 


таким образом, если через А обозначить плотность 
этой частицы, то мы будем иметь 


От = Эх Бу 12. 


Далее ясно, что условие несжимаемости будет 
содержаться в уравнении 


Ох Бу О: = сопз%., 


так что мы будем иметь 
Г =Рару 02 — соп$., 


и следовательно, 
62 =6(Рх Ру 0?). 


Для определения этого дифференциала следует при- 
менить те же соображения, что и в пункте 11 от- 
дела УП «Статики»; таким образом, если в формулах, 
находящихся в указанном месте, букву 4 заменить 
буквой 0), то мы получим 


° рб 00 р6 
6 (Ре ру 2) =- Ох Бу 22 5» + Ту + 


Если эту величину умножить на \ и проинтегри- 
ровать по всей массе жидкости, то мы получим зна- 
чение №).5[Г.: в этом выражении следует добиться 
исчезновения двойного знака 05, пользуясь теми же 
приемами, которые уже были применены в пункте 17 
упомянутого выше отдела. Этим путем мы по- 
лучим 


ГАь ОА. ДА 
УГ, = - (+ рыУ + рг82 ) 0 Бу Ра - 
+ Ъ ()."8" — ).'2х') Ру рё-+ В ()." у" — 3.8’) г рё+ 
+ № (\"82" — №62’) Оз Бу. 


Если произвести эти подстановки в левой части 
общего уравнения, то последнее сначала будет содер- 
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жать следующее полное интегральное ВА 


8 [ (45 АХ — ра) + (А АУ, ву 
+ (45 аа 1), | рерувь (а) 


в последнем следует приравнять нулю коэффициенты 
вариаций дх, 84, 482, что даст нам три следующих 
уравнения для всех точек жидкой массы: 


ах 

4 +Х)—ь=0, 
м 
( 
| 


ур а =0, (А) 
(2+2) 5 =0. ) 


Затем остается потребовать исчезновения частных 
интегралов 


Ъ (1.*65" — №'85') Бу ё-- В (9."ву" — \'3у’) Ра Оз + 
+5 а —^'52') Оз Бу, 


которые относятся лишь к внешней поверхности 
жидкости, и мы заключаем, как и в пункте 18 упо- 
мянутого выше отдела УП, что величина ) должна 
равняться нулю для всех точек поверхности, где 
жидкость свободна; сверх того, как в пункте 31 
того же отдела, мы докажем, что по отношению к тем 
местам, где жидкость заключена в твердые стенки, 
члены приведенного выше интеграла взаимно друг 
. друга уничтожают, так что здесь не получается 
никакого уравнения; и вообще, пользуясь рассужде- 
нием, аналогичным изложенному в пунктах 32, 38, 39, 
мы докажем, что величина \, отнесенная к поверх- 
ности жидкости, выражает давление, которое здесь 
производит жидкость и которое, если оно не равно нулю, 
должно уравновешиваться сопротивлением или дей- 
ствием стенок, 
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3. Найденные только что уравнения содержат, 
таким образом, общие законы движения несжи- 
маемых жидкостей; но к ним следует присоединить 
еще уравнение, вытекающее из условия несжимаемости 
объема ОхДу02 во время движения жидкости; это 
уравнение напишется следующим образом: 


4(рх Ру02)= 0, 
так что, заменив в найденном выше выражении 


6 (Ру 0?) знак 8 знаком 4 и приравняв его нулю, 
мы получим 


=0. (В) 


Это уравнение, взятое совместно с тремя уравне- 
ниями (А) предыдущего пункта, и послужит для 
определения четырех неизвестных х, у, си \. 

4. Для того чтобы получить ясное представление 
о природе этих уравнений, следует принять во вни- 
мание, что переменные т, у, 2, определяющие поло- 
жение частицы в какое-либо мгновение, должны одно- 
временно относиться ко всем частицам, образующим 
массу жидкости; следовательно, они должны быть 
функциями времени { и тех значений, которые эти 
переменные имели в начале движения или в какой- 
либо другой заданный момент времени. Стало быть, 
если через а, 6, с обозначить значения х, у, 2 при &, 
равном нулю, то х, у, 2 должны быть функ- 
циями а, 6, с, #. Поэтому дифференциалы, отмечен- 
ные знаком ДР, будут относиться только к изме- 
нению а, 6, с, а дифференциалы, отмеченные зна- 
ком 4, будут относиться просто к изменению &. 
Но так как в найденных уравнениях имеются диф- 
ференциалы, относящиеся к самим переменным х, У, 5, 
то их следует свести к дифференциалам по а, 6, с, 
что всегда возможно; в самом деле, для этого следует 
лишь представить себе, что до дифференцирования 
мы подставили в функциях выражения %, 19, 2 
через а, 6, с. 
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5. Итак, рассматривая переменные х, у, 2 как 
функции от а, 6, с, Ё и представляя дифференциалы 
согласно обычному обозначению частных производ- 
ных, мы будем иметь 


дх дх дх 
ра =52 да 4-е 46, 


д д д 
Бу= 5 аа + 46-5. 46, 


рассматривая в одно и то же время функцию \Х как 


функцию от х, у, ди как функцию от а, 6, с, мы 
будем иметь 


2 А А, 1 Г А, 
А =т.52+ р, Бут. = о Ча 5 46+ с 46; 


так как эти два выражения О) должны быть тожде- 
ственны, то если в первое из них подставить значе- 
ния Ох, Ру, 02, выраженные через 4а, 46, 4с, коэф- 
фициенты при 4а, 46, 4с слева и справа должны 
быть равны, что дает три уравнения, которые послужат 
для выражения величин 

рА БА ГА д4 04 04. 

Ра’ Ру’ Ра "6Р®З да’ 9’ 56, 
то же самое получится, если во втором выражении 
для Л) подставить выражения 4а, 46, 4с через 
рт, Оу, 02, полученные из выражений для этих 
последних величин; тогда сравнение членов, в состав 
которых входят Ох, Бу, О. тотчае же даст значе- 


НИЯ Ох’ ооо 


Но, согласно обычным правилам исключения, мы 
имеем 
р 'р "Бр 
да—*“ ха лы 2) 
р р "р 
аъ — ВРЕЧЬ ру з 
Че — 2; +1’ Ру+ 1” Ра 
о 
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где положено 


— 9 04 _ду0: 390 
906 де 06 06’ = 56 ба — 
‚_ 0х 05 0х 0& с’ 05 08 
— 969 404’ ` даде 
ь;„_ 0х ду 05ду 3" -= дх ду 
046 9 4’ _— де да 
в — 02 99 02 
1 — да дь 96 
дд ду дз 
96 дс да 
дх ду дз 
- 955 5а 5 — 


Произведя эти подстановки 


ду дз „_0у 08 ду 
да дс’ 1 0а49 4 
0% 0: ›,_0%02 д 
дс да ’1! — 00а да 
07 ду „05 ду 01 
да 90°’ 1 да 05 до 
дх ду дз 
д да дс № 
_ 0х ду дз 
— 5 4 да * 
д ду дз 
да дес дь` 


в выражение 
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>, Ча 2+5 аа" 


и затем сравнив его с тождественным выражением 


р рт 27 р 
мы получим 
А _ а 94 + ь 9% 
БЕ 00а Г 
Аа А, В 9 
ру 00а' 08 ЕТ 
27а" 04, В” 04 
2 00а ' 0 96 


Если 
нения (А) пункта 


2, 


т 
+7 


т 
Г] 


эти выражения подставить 
то после умножения 


; 94 
Ру. 02, 


в три 


урав- 
на 0 
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последние примут иелующие вид: 


ах 94 
ин 8% — У де = 0, | 
‚ 5 | 
НУ )— «УЕ. И =0, | (©) 
„д „9 __ ° 
(1) —В 5 —Тж=0; } 


как мы видим, здесь имеются лишь частные произ- 
водные по а, 6, с, Ё , 

В этих уравнениях величина АД, выражающая 
плотность, является заданной функцией от а, В, с, 
не зависящей от {, так как она должна оставаться 
неизменной для каждой частицы; если же жидкость 
однородна, то А будет постоянной величиной, не за- 
висящей от а, В, с, ЕЁ. Что касается величин Х, У, 7, 
выражающих ускоряющие силы, то они будут большей 
частью заданы как функции т, у, 2, (. 

6. Предыдущие уравнения можно, однако, привести 
к более простому виду, если их сложить, умножив 


д д д: 
соответственно и последовательно на р ри Эа? на 
0х ду 02 на 05 ду 05. в самом еле согласно 
9’ 96’ 9 дс’ д’ дс’ д } 


приведенным выше выражениям 0, а, В, 1, я’, В’,. 
легко видеть, что мы будем иметь 


утеыинтих = 
= = ТТ НТ" 
и затем 
ОНО Ве = 0, 
РИ У: =0, 


дх , ду „ 92 _ 
аъ" 5 =0 
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и так далее; таким образом, при помощи этих преоб- 
разований мы получим следующие видоизмененные 
уравнения: 


а [ (чех) + (чу) + 
(= 2) 5; | в =0, 
А[ (аа+х)ж + (а +7) ж+ 
(2:42) 20 
ь[ (вх) + (ай НУ) + 


т (в+2) 2: —=0. 


*) К последним уравнениям можно было бы 
придти и прямо, если бы в формулах пункта 2 вместо 
вариаций ох, 69, 82 ввести вариации координат началь- 
ного состояния 64, 66, 6с; действительно, если х, у, 2 
рассматривать как функции а, 6, с, то мы будем 
иметь 


д: д; д: 
ру =— —- — 72 
2 РЕ 


Произведем эти подстановки в формулу (а) пунк- 
та 2 и приравняем нулю величины, умножающиеся 
на ба, 56, 0 

Если принять во внимание, что ›) является 
функцией х, у, 2 и что поэтому мы имеем по 


*) Приведенного ниже конца статьи в первом издании не 
было. (Прим. Бертрана.) 
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отношению ка, 6, с 


9% _ ПА‹х  ТАду | ГАдз 
да Пхда' Вуса 'Бзда’ 
9% ГА  ГАду 2402 
9% — = 05 + руд ТаеЬ’ 
9% _ ОА0х  РАду ‚ ГА д2 
96 — еде Г Рус Г ПЕ 5’ 


то мы тотчас же получим рассматриваемые уравне- 
ния; в случае, когда Х 4х - У 4у- 7 42 представляет 
собою полный дифференциал, обозначенный через @У, 
эти уравнения могут быть приведены к следующему 
более простому виду: 


А (+ Е ИЕ д д 9% _ 
44? да Г а? да ` айда 5: )— в = у 
4х 0х  4уду | 4:0&  бУ сй __ 

48 55 + а 9 "1 55 Г 95 —в=0, 
А (3+ Фуду | 450: дух 94 
4? дс 1 ав де "а? 0 ‘9 дс 


7. Аналогичным путем преобразуем уравеение (В) 
пункта 3; так как, согласно замечанию, сделанному 
в пункте 4, дифференциалы 4х, 4у, 42 относятся 
лишь к переменной`{, можно их сначала свести 

дх д 93 
к частным дифференциалам 3, 01, =: 4, 5; 4; тогда 
рассматриваемое уравнение по разделении на 4 
примет следующий вид: 
д д 
29° рдУ р22 
01 | 0 9 _( 
Гх Ру р 


Но, согласно найденным выше формулам для 


РА [А мы получим также, подставив °*, 9 
Ба’ Бу’ '` у ‚ ЧОД 08’ д’ ^". 
вместо ^, 
р дх 
9 _а 00%, В д, у ддх. 
р; — 6080: | 8050 Г ® с 9. 
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а так как в правой части этого уравнения величива 
5 рассматривается как функция от а, 6, с, & то мы 
будем иметь 

д дх 0х 

да 9+ даб 
и так далее для других частных производных вели- 
чины 2%; таким образом, мы будем иметь просто 


дх 
0 _ а 0х В 0х 7 0х 
р 0 даб Бар +1 96 5. - 


Подобные выражения мы найдем для величин 
ду 03 
ру, 5. ; Для этого надо будет лишь в предыдущей 


формуле заменить букву х буквами У и 2. 

Если произвести эти подстановки в указанном 
выше уравнении и отбросить общий знаменатель 0, 
то это уравнение примет следующий вид: 


0х д2х 


са итьят 
9?у 

+ а и, У ат 
92; 925 


1“ две НВ ВН с = 0: 


Левая часть этого уравнения представляет собою 
0 

не что иное, как 5, в чем легко убедиться, если 

фактически произвести дифференцирование выраже- 

ния 0 (п. 5). 


Таким образом, уравнение примет вид 


интегралом его является 


0 = функция (а, 6, с). 
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Положим в этом уравнении #= 0, и пусть К — значе- 
ние, которое тогда принимает величина 6; мы имеем, 
таким образом, К = функция (а, 6, с); стало быть, 
рассматриваемое нами уравнение будет иметь сле- 
дующий вид: 
0=(К. 
Но мы допустили, что когда $ =0, то мы имеем 
х=а, у=фб, 2=Сс; 


следовательно, тогда мы также имеем. 


5. =1, 55 =0, 5- =0, 
ду _ ду _ ду _ 
2а=0 зь=1 ж=0, 
95 д: 95 

а—=0, 55=0 5—1 


Если эти значения подставить в выражение 0 (п. 5), 
то мы будем иметь 0=1; следовательно, К =1. 
Итак, если в рассматриваемом уравнении вместо 
величины 0 подставить ее значение, то это уравнение 
примет следующий вид; 
дхдуд 0хдудз  дждудз 0хдудз 


— — —ж— — — — 


дадь дс 0 дадс ' д деда дс Э55а Г 


+ 5055—5555 =1\ (Е) 


Если последнее уравнение соединить с тремя урав- 
нениями (С) или (0) пунктов 5 и 6, то оно по- 
служит для определения величин », х, у, 2 в функ- 
ции а, 6, С, &. 

Это уравнение можно получить и более простым 
путем, без посредства дифференциального уравнения 
(В) пункта 3. В самом деле, уравнение (В) выражает 
лишь, что вариация объёма РхБу02 частицы рт 
равна нулю, когда время Ё изменяется; таким обра- 
зом, величина Рхру02 должна быть постоянной 
и равной первоначальному значению 4а 46 ас. В пункте 
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5 мы дали выражения Ох, Ру, Рё в функции 4а, 46, 
с; следует, однако, заметить, что в формуле 2х ру О; 
следует брать дифференциал 02, рассматривая х и у 
как постоянные величины, что точно так же диф- 
ференциал Ду следует брать, рассматривая хи 2 как 
постоянные величины, и, наконец, дифференциал Дх 
предполагает, что у и 2 являются постоянными вели- 
чинами; сказанное становится ясным, если рассмотреть 
прямоугольный параллелепипед, представляемый выра- 
жением Ох Ру рг. , 

Допустим сначала, что х и у— постоянные и что, 
следовательно, Ох и Ву равны нулю; тогда мы полу- 
чим два следующих уравнения: 


дх де д 

эс Ча + 55 46 - 5, в =0, 
ду ду 9у 7, __ 
эс Ча + э, 6-5, 4 =0, 


откуда следует 


дхду дхду д%ду дх ду 

960 0 40 дс да даде 
Ча дх ду у д ЧС, 0 дх ду ду дз 46 

да 9% да 9Ъ дадф да дь 


если эти выражения подставить в выражение для 2», 
то мы получим 


9: /дхду 0д%ду 0: /дхду дхду 


— к — — —- — —. = — — 


_ да \. 25 06/1 5Б\. дс да да де 


0: дзбу ду0з с -- 
дадь дадь 
(522% ду дх 
дс \да06 дадъ 
т беду дуб “0. 
да06 да дь 


Для того чтобы получить и выражение для Ду, 
положим Рх=0Ои ШР2=0, что дает 


дх дх 
4с = 0, 5. Ча + 55 8 =0, 


21 ж. Лагранж, т. 
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а отсюда следует 


если это выражение, а также и значение 4с, равное 
нулю, подставить в выражение для Ру, то мы получим 


дхду 0дхду 


—— — = — —- 


Ру = да > да Ч. 


да 
Наконец, для того чтобы получить выражение для 
Ох, положим Ру=0, О: =0, что даст 
46-0, ас =0, 


и следовательно, 
дх 

рх = — аа. 
да 


Если перемножить теперь полученные выражения 
для Ох, Бу, 02, то мы получим 


_ [дз (0%ду дхду д: Гдхду дхду 
рэ Ву = |5, (5—5) +55 ( ) + 


д: /Гдхду дудх 


— ——_———— 


деда дадс 


Таким образом, положив ОхДу02=аа 4 ас, мы 
тотчас же получим уравнение (Е). 

Следует отметить, что найдепное выражение для 
р Оу Оз является тем самым выражением, кото- 
рое следует применять при тройном интегрировании 
по х, У, 2, когда вместо переменных х. У, 3 же- 
лают подставить заданные функции других перемен- 
ных а, 6, с. 

8. Так как рассматриваемые уравнения суть урав- 
нения с частными производными, то интегрированис 
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необходимо вводит различные произвольные функции; 
определение этих функций должно быть основано 
частью на начальном состоянии жидкости, которое 
следует предполагать заданным, и частью на рас- 
смотрении внешней поверхности жидкости, которая 
тоже задана, когда жидкость заключена в сосуд, 
и которая должна быть выражена уравнением } =0, 
когда жидкость свободна (п. 2). 

В самом деле, если в первом случае представить 
в виде А=0О уравнение стенок сосуда, где А--за- 
данная функция координат х, У, 2 этих стенок и, 
сверх того, времени $, если стенки движутся или 
имеют изменяющуюся форму, и если вместо этих 
переменных подставить их выражения в функции 
а, 6, с, &, то мы получим уравнение между начальными 
координатами а, 6, с и временем $, которое, следова- 
тельно, представит поверхность, образованную в на- 
чальный момент теми частицами, которые по истече- 
нии времени { образовали поверхность, выраженную 
заданным уравнением А=0. Следовательно, если бы 
мы пожелали, чтобы частицы, однажды находившиеся 
на поверхности, всегда оставались на ней и переме- 
щались только вдоль этой поверхности, —а это усло- 
вие представляется необходимым для того, чтобы 
жидкость не разделялась, и потому является обще- 
принятым в теории жидкостей, —то рассматриваемое 
уравнение не должно содержать времени #; следо- 
вательно, функция А величин х у, 2 должна 
быть такова, чтобы после подстановки выражений т, 
у, 2 в функции а, 6, с, Е величина Ё исчезала. 

По тем же соображениям уравнение свободной 
поверхности Х=0 не должно содержать #; таким 
образом, величина Х должна быть функцией а, 6, с, 
но не должна зависеть от &. 

Впрочем, при движении жидкости,. вытекающей 
из сосуда, бывают случаи, когда указанное выше 
условие не должно выполняться; тогда отпадает необ- 
ходимость в определениях, являющихся следетвиями 
этого условия. 

21* 
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9. Таковы уравнения, с помощью которых можно 
прямо определить движение любой несжимаемой 
жидкости. Но эти уравнения имеют слишком сложный 
вид, и их можно привести к более простому виду, 


если в качестве неизвестных вместо координат х, у, 2 
4х Ау 42 

— — —- П М > 

принять скорости -., д,, д; ПО направлениям коор 

динат и если эти скорости рассматривать как функ- 
ции ОТ 1, У, 5, &. 

Действительно, с одной стороны, ясно, что так 

как х, У, 2 являются функциями а, 6, с, Ё&, то и ве- 
х Чу 42 

И от, т т е 

личины =, д, д; Тоже являются функциями тех ж 

переменных а, В, с, [; следовательно, если .в этих 

функциях подставить выражения а, 6, с в функции 


х, У, 2, найденные из уравнений, дающих х, у, 2 
4х ау 


в функции а, 6, с, то Че» р’ -, будут выражены в 
функции т, у, 2, &. 

С другой стороны, ясно, что для определения 
действительного движения жидкости достаточно знать 
в каждое мгновение движение любой частицы, зани- 
мающей заданное место в пространстве, причем нет 
необходимости в том, чтобы знать предыдущее состо- 


яние этой частицы; таким образом, достаточно иметь 
4х 4у 42 


значения скоростей д, 5,, хв функции х, У, 2, 4. 
Между прочим, если эти величины известны, то, 


обозначив их через р, 4, г, мы получим следующие 
уравнения: 


ах = ра, Чу=чар 42=тга 


между т, у, 2, #, которые, будучи затем проинтегри- 
рованы таким образом, чтобы 1, у, 2 становились 
равными а, 6, с при #=0, дадут величины 1, у, 2 
в функции а, 6, с, &. 

Если из этих дифференциальных уравнений исклю- 
чить 4, то мы получим два следующих уравнения: 


рау=ачах, ра:=гах, 
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выражающих природу различных кривых, по которым 
вся жидкость движется в каждое мгновение, кривых, 
изменяющих свое положение и форму от одного мгно- 
вения к другому. 

10. Вернемся теперь к основным уравнениям (А) 
т (В) пунктов 2 и 3 и введем в них переменные 


_ 92 _ Чу _ 48 
Р-р’ Ч ще’ ГЕ, 


которые будем рассматривать как функции т, у, 2, #. 
4х 4?у 423 


Ясно, что величины 8. ао. ЧЕ 


могут быть 


4х ау 42 
‘о ба Ч 
представлены в следующем виде: @ › @ ' а 


4х ау 42 


где величины считаются функциями 


4’ &’ 
а, 6, с, &. 
Следовательно, если их рассматривать именно так, 
то для производной величины Е мы получим 
д 4х 9 4х 4х 9 42 
4 | 4 | 4 4 т, 
ЕТ да т 5 дс 


и совершенно так же для других производных; 
но если их рассматривать как функции т, у, 2, 
и обозначить через р, 4, г, то их полные дифферен- 
циалы удут иметь следующий вид: 


ОР ЧЕ -- 5 ав + ЗР Рау СР 2; 


то же самое относится и к другим  иффоренциалам: 
следовательно, если в последних выражениях вместо 
4х, Ау, 4» подставить их выражения в функции а, 6, 
с, & то они должны быть тождественны с первыми; 
но так как х рассматривается как функция а, 6, с, &, 
то мы имеем 


де = 5* Ф- 57 52 4а + 92. 5 т др -- 2% 55 
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д 
5: , очевидно, равно р в предположении что вр 
подставлены выражения т, у, 2 в функции а, 6, с, &. 
Таким образом, мы будем иметь 


где 


ар ра + 5 - Ча+. 


и точно так же 


4у=44:- 5% 4а-+ и. 42=т 4! | 5 4а+... 


Если эти выражения подставить в выражение 


полного дифференциала величины 52, то содержать 
АЕ будут следующие члены: 


др 
ЭР р Ра о ) 4, 


которые должны быть тождественны Сс соответству- 


а 1 @т а; ; 
ющим членом ки Е или же рт р поэтому мы 
имеем 

4х 
па = 55+ р. + а 52 и + ге г. 


точно так же мы найдем 


а?у _ 94 
2? = + р + 9 о: т 9 ’ 
422: дг От ОГ дг 


ба — 0 ГР ба ТГ бу "дз 


Подставим эти выражения в уравнения (А); так как 
| А 0 1 

р’ Бу’ + 
частные производные ) по х, у, 5, в предположении, 
что & постоянно, можно знак ОД заменить знаком 90. 


в этих уравнениях члены выражают 
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Этим путем мы получим следующие преобразован- 
ные уразнония: 


ы - = 9% _ | 
нЕ и 2.2) 9 =0. ] 


Что касается уравнения (В) пункта 3, в котором 
дифференциалы, обозначенные знаком 4, относятся 
к Ба дифференциалы, обозначенные знаком 2, отно- 
сятся К 4, у, 2, то в нем вместо 4х, 4у, 45 следует 
подставить их значения ра, Ч4Ь, г АЕ; а если знак Ор 
заменить знаком д, то ввиду того, что безразлично, 
какой знак применять для обозначения частных 
дифференциалов, мы, в силу постоянства 4 тотчас 
же получим 


5 ни 5==0. (С) 


Как видим, эти уравнения гораздо проще уравне: 
ний (С) или (0) и (Е), которым они соответствуют; 
поэтому им можно отдать предпочтение в теории 
жидкостей. 

Эти четыре уравнения (Е) и (С) дают р, 4, ги * 
в функции х, У, 2 и времени & которое рассматри- 
вается при интегрировании этих уравнений как посто- 
янная. Если бы затем мы пожелали получить значе- 
ния 5, у, 4 в функции Ёи начальных координат а, 
р, с, как при первом решении, то следовало бы лишь 
проинтегрировать уравнения 


4в=рф, ач=да 4=г 


и ввести в них в качестве произвольных постоянных 
начальные значения а, 6, с величин ях, у, 2 

11. У однородных жидкостей постоянной плотно- 
сти величина 4, выражающая плотность, совершенно 
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постоянна; это наиболее распространенный случай, 
который в дальнейшем мы только и рассмотрим. 

Но у неоднородных жидкостей эта величина 
должна быть функцией, постоянной относительно 
времени { для одной и той же частицы, 1: (0) 
изменяющейся от одной частицы к другой соглас- 
но заданному закону. Следовательно, если жидкость 
рассматривать в начальном состоянии, когда коор- 
динаты ее 1, у, 2 равны а, 6, се, то величина А бу- 
дет заданной и известной функцией а, 6, с; стало 
быть, если А рассматривать как функцию х, у, си Ё, 
то необходимо, чтобы после подстановки в последнюю 
х, у, 2 в функции а, 6, с, и & переменная & исчезла 
и, значит, чтобы производная величины ДА по # была 
равна нулю. Таким образом, ввиду того, что $, у, 5 
являются функциями $, мы и уравнение 

5 ОА ах 
г "9 я +5 ЧЕ =0, 
4х ау 42 

в котором вместо -„, -,, -, следует подотавить 


их значения р, (4, 
Так мы получим уравнение 


ОА ОА ОЛ ОА 
98 РР 5 +9 5, + Го, =0, (Н) 


служащее для определения неизвестного А в уравне- 
ниях (Е), так как в этих уравнениях Д следует трак- 
товать как функцию т, у, 

В этом отношении уравнения (К) имеют меньше 
преимуществ, чем уравнения (С) или (О), в которых А 
можно рассматривать как известную функцию а, 6, с. 

12. То, что нами выше было сказано относительно 
функции Д, следует применить и к функции А, по- 
скольку А=0 является уравнением стенок сосуда 
и поскольку мы допускаем, что прилегающая к стен- 
кам жидкость может двигаться лишь перемещаясь 
вдоль этих стенок, так что на поверхности всегда 
остаются одни и те же частицы: действительно, как 
мы видели в пункте 8, это условие требует, чтобы А 
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было функцией а, 6, с, но не зависело от &. Таким 
образом, если эту величину рассматривать как функ- 
ЦИЮ Я, У, 2, &, то мы будем также иметь уравнение 


дА 9.4 дА дА 

55 РР оз +95 т" д =0. (Г) 
Для частей поверхности, где жидкость свободна, 

мы имеем уравнение \=0 (п. 2); следовательно, для 

того чтобы выполнить то же условие по отношению 

к свободной поверхности, должно также существовать 

уравнение 


94 94 94 94 
9 РР» +99, Го: =0. (К) 


13. Вот наиболее общие и наиболее простые `фор- 
мулы для точного определения движения жидкостей. 
Трудность вопроса заключается только в интегриро- 
вании этих уравнений; но эта трудность столь велика, 
что до сих пор даже в наиболее простых задачах 
приходилось ограничиваться особыми методами, осно- 
ванными на более. или менее ограничительных допу- 
щениях. Для того чтобы насколько возможно умень- 
шить это затруднение, рассмотрим, каким образом и 
в каких случаях приведенные выше формулы могут 
быть еще более упрощены, и затем дадим применение 
их к некоторым вопросам, касающимся движения 
жидкостей в сосудах или каналах. 

14. Прежде всего нет ничего легче, чем удовле- 
творить уравнению (С) пункта 10; в самом деле, 
если положить 

__ 9 __ 98 
Р=9:’ 9—9: ’ 
то уравнение примет вид 
924 о 9"В_ _ 98 _ + 97 —0, 
дл д ду 93 5 
интег Й _ 24 _ 98. ВВИ 
рируемый по 2, и даст = — 5—5; ду 
неопределенности величин & и В в данном случае 
нет необходимости прибавлять произвольной функции. 
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Итак, рассматриваемое уравнение удовлетворяется 
следующими значениями: 


да _ 98 да _ 08. 


если затем эти значения подставить в три уравнения 
(Е) того же пункта, то мы будем иметь только три 
неизвестных: ©, Ви ^, причем ^ будет легко исклю- 
чить с помощью частного дифференцирования. Таким 
образом, если плотность А постоянна, то указанным 
путем задача будет сведена только к двум уравнениям 
между неизвестными а и В; если же плотность А — 
величина переменная, к ним необходимо присоединить 
еще уравнение (Н) пункта 11. Однако интегрирование 
этих уравнений выходит за пределы возможностей 
анализа в его настоящем состоянии. 

15. Теперь посмотрим, не поддаются ли уравнения 
(Е), взятые сами по себе, некоторому упрощению. 

Если в функции Х рассматривать как переменные 
только т, у, 2, то мы получим 


04 94. 94, 
4 0 04 
9х '’ ду’ 02 
звачения, найденные из указанных выше уравнений, 
ТО МЫ ри 


Если вместо подставить здесь их 


д 
= (Р-р <Р +4 ое +" +) Аа 
Ковнды нула 
+ (5 +257 +95. тэ: +2) Ааа. 


Так как девая часть этого уравнения является пол- 
ным дифференциалом, то и правая часть его должна 
быть полным дифференциалом относительно я, У, 2 
величина /, которая будет отсюда получена, одновре- 
менно удовлетворит уравнениям (Е). 
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Теперь допустим, что жидкость однородна, так 
что плотность ее А постоянна; для большей простоты 
положим, что она равна единице. 

Далее предположим ускоряющие силы Х, У, й 
такими, что величина Хах--Уау+ 7.42 является 
полным дифференциалом. Как мы видели в пункте 19 
отдела УП «Статики», это условие необходимо для 
того, чтобы жидкость под действием этих сил могла 
оставаться в равновесии. Впрочем, это условие всегда 
выполняется, когда указанные силы происходят от 
одного или нескольких притяжений, пропорциональ- 
вых каким-либо функциям расстояний от центров, 
что имеет место в природе, ибо если назвать эти 
притяжения Р, О, АД, ... , а расстояния — р, 4, г,..., 
то вообще мы будем иметь (Статика, отдел У, п. 7) 


Х аз + Уду-+2а:=Рар-+-Оаа+Ваг-+... 


Следовательно, если положить 


д—1 
Ха Уаду-+ ра =Рар-Оар+Ваг+...=ау, 
то приведенное выше уравнение примет следующий вид: 
и: > +5 + ) 42+ 
+ (5+2 Нато. ) Чу + (Г) 
+(9-+Р и 


правая часть этого уравнения должна быть полным 
дифференциалом, так как левая часть является тако- 
вым. Это уравнение также эквивалентно уравнениям 
(Е) пункта 10. 
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реа г 

А, 
взятый по х, у, 2, то нетрудно видеть, что правую 
часть рассматриваемого уравнения можно привести 


к следующему виду: 


Но если рассмотреть дифференциал 


Рети) + ОР 4% + 5 4+ 5 - 42+ 
+ (31-5) (142 — рау) + 
+(52-— >= ) 42 —ра2) + 
+(5:-х) 24—44; 


отсюда видно, что эта величина будет полным диф- 
ференциалом всякий раз, когда рах + ау + га? 
является таковым; действительно, тогда производная 


.. д 
последней величины по Ё, т. е. 5: ат ау | 5; 42, 
тоже является полным дифференциалом, и, сверх 
того, известные условия интегрируемости дают 


др дг _ 94 ддт _ 


Отсюда следует, что уравнению (Г) можно удо- 
влетворить простым допущением, что ра + дау- та? 
является полным дифференциалом, благодаря чему 
расчет движения жидкости сильно упрощается. Но так 
как это является лишь частным предположением, то 
прежде всего следует установить, в каких случаях 
оно может и должно иметь место. 

16. Пусть для краткости 


—_ 9% „99 9. 
—95: 9? 1 92 ду 


тогда вопрос сводится к тому, чтобы сделать полным 
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дифференциалом величину *) 


д д д 
бр Че у, ЧУ + 5,42 а (942 —р4у} + 
+ В (таз — раз) + 1(г4у—9а?). 


Если рассматривать р, 4, г как функции Е. можно 
положить 


р=р” р" + р’’' Е ПУ и.) 
Ч 0’ Не-а’”Р + ТУ -- и.) 
РИ НМГ" + ПУР ..., 


у РР? 7 
где величины р’, р”, р’, ..., 4’, 9", 4”', ..., Г, 
г”, г’, ... являются функциями т, у, 2, но не зави- 
СЯТ ОТ #. 


Если эти выражения подставить в три величины 
а, В, , то последние примут следующий вид: 
= НЕА ’РЕ МУР ..., 
В = 3 -- 81 -- Ч’ ВТУ -- ... 
у =” --у’Е- УИ -- ТУ -- ии) 


если положить 


‚ др’ 04’ „_ др” _ 94" 
_ ду 0х’ > д дх *’ *°°’ 
3’ — 92’ д 3” __ Вр” д" 
02 0’ Г 0 д’ ''" 
‚ 049’ д’ -„_ 04” __ д” 
_ 02 9%’ — 08 ду’ 


Таким образом, после указанных различных под- 
становок и после расположения членов по степеням # 
величина 


др. 9 дг м 
ог 4% + 5; ЧУ + 5,41 + «(442 — ру) + 

-- В (г 4х — р42) + у(т4у— 942) 
*) Повидимому, было бы правильнее сказать: в силу урав- 


нения ([,) следующая величина должна быть полным диф- 
ференциалом. (Прим. Бертрана.) 
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примет следующий вид: 
р’ах -+ 4'ау газ (4’4х — р’ау) + В’ (г’4х — р’а2)-+ 
у’ ("'4у—а’а2) + #12 (р’”’аз- 4а’'ау-+ г’ аз) 
- о (4”4х — р"ау) + В’ ("4х — р"’а2) + 
1’ (Г’4у— 9" 42) + (4’'4х— р’4у) + 
-- 8" (г’а4 — р’а2) +1" (г’ау — 9'4)] + 
- Е [3 (рУаз -- а'Уау + "У42) + 
-- о. (4’’ах — р’’ау) -- 3’ (г’”ах — р’”’а?) -- 
+ у’ (г’’’ау —_ ””' 42) -- а” (4”4х — р”ачу) -- 
В" (’аз— р’аз) + 1" (мау —4'а2) + 
-- | ОМ (9'4х— р’4у) + В’ ’ (г’4х — р’а2) + 
т” ('4у —9'42)] + 


а так как эта величина должна быть полным диффе- 
ренциалом независимо от значения 1, то величины, 
на которые умножается каждая степень {, должны 
быть полными дифференциалами. 

Исходя из вышеизложенного, предположим, что 
р’ах- а’4у +г’4: является полным дифференциалом; 
согласно известным теоремам, мы имеем 

др’ 04’ др’ _дг 94’ дг’. 
ду 0х’ 0:5 0х’ 05 ду’ 
следовательно, 


& =0, 3’=0, 1’=0; 


таким образом, первая величина, которая должна быть 
полным дифференциалом, сводится к р"ах -| а"ау + г’а3, 
и, стало быть, мы имеем следующие условные уравнения: 


д” — 0, В” — , у" — 0. 


Затем вторая величина, которая должна быть 

) ГА 
полным дифференциалом, превращается в 2(р’’4ах- 
+ 4’’’ау-+ "’’'42); из нее вытекают новые уравнения 


х’"' = 0, 8" = 0. у’"' —- 0. 
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Таким образом, третья величина, которая должна 
быть полным дифференциалом, имеет следующий вид: 
3 (ргУах - пУау-- "Уаз); отсюда точно так же вытекают 
следующие уравнения: 


дУ—0, У-=0, МУ-=0, 


и так далее. Итак, если р’ах -- 9’4у + г’а2 есть полный 
дифференциал, то и величины 


р’аз + 4’ау +т’4з, р’’аз--4’’ау + т’ аз, 
р/\аз - (ау + па 


каждая в отдельности должны быть полными диффе- 
ренциалами. 

Следовательно, вся величина рат -- а4у-+ г 42 будет 
в этом случае полным дифференциалом, если допустить, 
что время { является очень малой величиной. 

17. Отсюда следует, что если величина рах- 
-+94у + т42 есть полный дифференциал при #=0, 
то она должна быть им и при любом значении {; так 
как начало счета $ является произвольным и { можно 
одинаково взять положительным или отрицательным, 
то отсюда следует вообще, что если величина рах + 
-4ау--т42 является в какое-либо мгновение полным 
дифференциалом, то она должна быть им и во все 
другие мгновения. Таким образом, если имеется хотя 
бы одно мгновение, для которого эта величина не 
является полным дифференциалом, она уже не может 
быть им в течение всего движения; действительно, 
если бы она стала полным дифференциалом в какое-либо 
другое мгновение, то она должна была бы быть им 
и в первое мгновение. 

18. Если движение начинается из состояния покоя, 
то мы имеем р=0, 4=0, г=0 при #ё = 0; следовательно, 
рах-- ау + т4з будет для этого мгновения интегри- 
руемо и, стало быть, оно будет всегда интегрируемо 
в течение всего времени движения. 

Но если вначале жидкости были сообщены некото- 
рые скорости, то все зависит от природы этих скоро- 
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стей, а именно, будут ли они таковы, что величина 
рах т аау- га? 
окажется интегрируемой или нет; в первом случае 
величина 
рах + аду | газ 
будет всегда интегрируема; во втором она никогда 
не будет интегрируемой. 

Когда начальные скорости вызваны каким-либо 
ударом по поверхности жидкости, например, действием 
поршня, можно доказать, что величина рах-{- а 4у-+ таз 
должна быть в первое мгновение интегрируемой. 
Действительно, скорости р, 4, г, получаемые каждой 
точкой жидкости под действием удара по поверхности, 
должны быть таковы, что если бы эти скорости уничто- 
жить, сообщив одновременно каждой точке жидкости 
равные, но противоположно направленные скорости, 
то вся масса жидкости осталась бы в покое или в равно- 
весий. Следовательно, эта масса должна находиться 
в равновесии под действием удара, приложенного к по. 
верхности, и скоростей или сил — р, —1, —г, приложен- 
ных к каждой из ее внутренних точек; стало быть, с0- 
гласно общим законам равновесия жидкостей (Статика, 
отдел УП, п. 19), величины р, 4, г должны быть 
таковы, чтобы рах--а4у-|тг42 было полным диффе- 
ренциалом. Таким образом, в рассматриваемом случае 
эта же величина должна быть полным дифференциалом 
в любой момент движения. 

19. Можно было бы, пожалуй, усомниться, возмож- 
ны ли в жидкости движения, для которых величина 
рах -- чау -- газ не была бы полным дифференциалом. 

Для того чтобы устранить это сомнение с помощью 


очень простого примера, рассмотрим лишь случай, 
когда мы имеем 


р=8у, 4=— 81, г=0, 
где <— любая постоянная величина. Прежде всего 
мы видим, что в этом случае величина рах - ау | га? 
не будет полным дифференциалом, так как она обра- 
щается в неинтегрируемое выражение 2 (уд4х— ау}; 
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тем не менее само уравнение (Г) пункта 15 может 
быть проинтегрировано, так как мы имеем 

Ь9Р_/ 04 _ 

ди — 8’ дж 8’ 
а все остальные частные производные от р ид равны 
нулю; таким образом уравнение, о котором идет речь, 


4). — аУ = -— 8* (тах + уау) 
имеет своим интегралом 


А =У —= (12° -- у") - функция &; 


эта величина удовлетворяет трем уравнениям (Е) 
пункта 410. 

Что касается уравнения (С) того же пункта, то 
и оно будет в силе, так как принятые значения дают 
0, 51=0, 20. 
х ду 02 
Между прочим, легко видеть, что приведенные значе- 
ния р, 4, г выражают движение жидкости, вращающей- 
ся вокруг неподвижной оси координат 2 с постоянной 
угловой скоростью, равной &; известно, что подобное 
движение всегда может иметь место в жидкости. 

Изложенное выше позволяет придти к выводу, что 
при определении колебаний океана под влиянием при- 
тяжения Солнца и Луны величину рах-- аау + газ 
нельзя считать интегрируемой, так как она является 
таковой лишь в случае, когда жидкость находится 
в покое по отношению к Земле, и вращательное дви- 
жение является единственным общим движением для 
жидкости и Земли. 

20. После того как мы установили те случаи, при 
которых существует уверенность, что величина рах -- 
+ а4у-+ г4з должна быть полным дифференциалом, 
посмотрим, каким образом, исходя из этого условия, 
можно решить уравнения движения жидкостей. 

Итак, пусть 

ра + аау-+ таз =а, 


22 35. Лагранж, т. П 
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где $х является любой функцией х, у, д и переменной 
[, которая в дифференциале 4ф рассматривается как 
величина постоянная; тогда мы имеем 
д — 9? 93. 
Р= 5. дж, = ду’ Г — 5. ) 
а если эти величины подставить в уравнение (Т.) 
пункта 15, то оно примет следующий вид: 


+ дз 09% 9$ 02% 9% 9? ри 
08 дж Г дх дл? ду дх ду ди т дз д д 

д 0) | 0909 д? 09% 

т (из ду ' дх дж ду т ду ду? т дз ду Ви У 


др 025 9ф 02$ 4-98 025 
+ (ое + Т 92 9=дз Г дудид: дз 028 а, 


— уравнение, интегралом которого по ф, у, 2, очевидно, 
является 


А-а) +5) +3). 


Сюда можно было бы еще прибавить произвольную 
функцию & так как при интегрировании последняя 
величина рассматривается как постоянная, но я заме- 
чу, что эту функцию можно рассматривать как 
заключающуюся в значении $; в самом деле, если 
к х прибавить некоторую функцию Г переменной &, 
то значения р, 4, г останутся теми же, что и раньше, 
а правая часть приведенного выше уравнения окажется 


увеличенной на функцию которая произвольна. 


д ' 
Следовательно, не нарушая общности этого уравнения, 
можно отказаться от прибавления к нему какой-либо 
произвольной функции #. 

Таким образом, с помощью указанного уравнения 
мы получаем 


Уи (=) +35) +8(5 


и эта величина удовлетворит одновременно трем урав- 
нениям (Е) пункта 10; определение ф будет зависеть 
от уравнения (С) того же пункта, которое после 
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подстановки вместо г их значений 09 03 0: 
п Р, 9; дх’ ду’ 02 
примет вид 

9% 0% 02% 

дз дз дай — 0. 


Итак, вся трудность вопроса сводится только 
к интегрированию этого последнего уравнения. 

21. Есть еще один очень распространенный случай, 
в котором величина 


раз -+- аду га 


должна быть полным дифференциалом: это — случай, 
когда допускают, что скорости р, 4, г очень малы, 
и отбрасывают очень малые величины второго и сле- 
дующих порядков. В самом деле, ясно, что при наличии 
подобного допущения уравнение (Г) оводитея к 


\ — ау = 2 4 + 54 ау +5 
из’ которого видно, что так как выражение БР 48 


+9 ду +57 42 должно быть интегрируемым по х, у, 5, 


то таковым должно быть также и выражение рах-- 
-- а 4у-+та2. Таким образом, мы приходим к тем же 
формулам, что и в предыдущем пункте, если допустить, 
что ф является очень малой функцией, и отбросить 
вторые измерения ф и ее производных. 

Далее, в этом случае можно определить значения 
самих переменных х, у, 2 для любого момента времени; 
в самом деле, для этого следует лишь проинтегрировать 
уравнения (п. 9) 


4х = ра, Чу=а4 4 =таЕ 


так как р, 4, г очень малы и, следовательно, 4х, Чу, 42 
тоже являются очень малыми величинами того же 
порядка по сравнению с 4%, то х, у, 5 можно рассма- 
тривать как постоянные величины по отношению к {. 
Следовательно, если в функциях р, 4, г рассматривать 1 
в качестве единственной переменной и прибавить 


22* 


340 ДИНАМИКА 


постоянные величины’ а, 6, с, то мы тотчас же получим 
х=а-+ \ ра, у=ёЬ- \ ЧЕ 2=е- га. 
Следовательно, если для краткости положить 
Ф— \ 24 


и заменить в Ф переменные х, у, 2 переменными а, 
Ь, с, то мы получим просто 


д 
г=а--5., у=Ь+5, ве, 
где функцию Ф следует взять таким образом, чтобы она 
была равна нулю, когда { =0, с тем, чтобы а, 6, с были 
начальными значениями х, у, 2. Этот случай встре- 
чается в теории волн и при всех малых колебаниях. 

22. Вообще говоря, когда масса жидкости такова, 
что одно из ее измерений значительно меньше каждого 
из двух остальных, так что, например, координаты 2 
можно рассматривать как очень малые величины 
по сравнению с х иу, то это обстоятельство во многих 
случаях может облегчить решение общих уравнений. 

В самом деле, ясно, что тогда неизвестным р, (0, 
г, А можно придать следующий вид: 

р=р р" НР”... 

а=а’- 2 0’’’2* ...) 

На - ’Р..., 

А = А’ - д" + А’... : 
р’, р", ...) 0’, 4”, ...) т , Г”, ...) д’, Д”, 
являются здесь функциями х, у, Ё, но не зависят от 2; 
следовательно, произведя указанные подстановки, мы 
получим уравнения в рядах, содержащие лишь частные 
дифференциалы по х, У, &. 

Для того чтобы дать пример подобного вычисления, 
снова допустим, что речь идет лишь об однородной 
жидкости, для которой А=1, и начнем с того, что 
подставим приведенные выше выражения в уравнение 
(С) пункта 10; расположив члены этого уравнения 
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по степеням 2, мы рр иметь 


На м + ин + ) + 
+2 С” Е 3мч +... =0. 
Но так как р’, р’,..., 4’ ‚4’,.., не должны содержать 
2, мы получим тодующие частные уравнения: 
= у + г" = 0, 
"”' =0, 
ий ЗУ = 0 


с помощью которых определим сначала величины 
г”, г’’’, ТУ,...; другие же величины г’, р’, р", .. 
4’, 4”,... останутся еще неопределенными. 
Произведем те же подстановки в уравнении (Г.) 
пункта 15, которое эквивалентно трем уравнениям (Ё) 


пункта 10; легко видеть, что оно примет вид: 
1). — АУ =аатх -- Вау + 143 + 
- 2 («ах - ’ау- 1'42) + = (’аз - В"ау + у”аз) + ..., 


если для И ПОЛОЖИТЬ 


. у 


НР РНР. Ри", 


‚, 
и + у", 
д р , и 
ГЕ ГР 9; +94 2 


‚д ” „9 ' и 7!!!’ ГУи 
НР Е +9 ВИ ар Ир, 


7 д ” ‚д ” „д „д РУД При 
= г ЕР 9 ТР а’ ее ы р +74”, 


и 
Г д И д’ 
р" +9 +93 > 


и так далее, 


и + 2т’т’’’ - г’р” 
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Следовательно, для того, чтобы правая часть этого 
уравнения была интегрируемой, необходимо, чтобы 
была интегрируемой каждая из следующих величин 
в отдельности: 

оах + Зау, таз - 2 (ах - З’ау), 


/’2 43 - 5 ("ах - В" ау),... 


Таким образом, если обозначить через ® некото- 
рую функцию я, у, &, но без 2, то мы получим сле- 
дующие условия: 


__ 0%. __ до 
“ — од, В= ди, 
‚_ 9“ ‚ _ 0\ 
“ — В = ду, 
” 1 д’ ” 1 ду’ 
| =, В Л 


2 дх 


Проинтегрированное уравнение даст тогда 
1 
А=У о 125 Т2-...; 


останется лишь удовлетворить указанным выше 
условиям с помощью неопределенных функций о, г’, 
р’, р”, ...; 9’, 9”, ... 

Вычисление еще больше упрощается, когда две 
переменные у и 2 одновременно очень малы по срав- 
нению с 1, так как в этом случае можно положить 


р=р’- ру р’ 2 + ру" - рууз + ..., 
9=9'’ + 9”у +9” +9УУ- 92+ ..., 
г + у г’ + ИУ? уу ..., 


7 


где величины р’, р”,..., 9’, 4",.., Г’,Г,.... ЯВЛЯЮТ- 
ся только функциями д. 
Если произвести эти подстановки в уравнении (С) 


и приравнять отдельно нулю члены, в состав кото- 
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рых входят у, 2 и их произведения, то мы получим 
др’ "т"! = 0, РР --2 ТУ + лу — 0, 
э2 #9 9 
Затем уравнение (Т,) мет следующий вид: 


4), — аУ = вах -- Вау + 142 - у (а'ах + ау + 1’42) + 
+ 2 (ах -- В"ау-+ у"4з)-..., 


если положить 
ЕЗЕНР г рН" 


В = Р-р’ о 4 1” +г’Ч””, 


д ! г'"', 
ии НР г 
’ др” иг. Пу и *”” 


для интегрируемости этого уравнения мы будем иметь 
следующие условия: 


с помощью которых мы получим 
Х=УуУ (иде Ву + т2.. 


Наконец, иногда можно упростить расчет и с по- 
мощью подстановок, введя вместо координат т, У, 2 
другие переменные &, 1, (, являющиеся заданными 
функциями первых; если, согласно природе вопроса, 
скажем, переменная * или две переменные 7 и * очень 
малы по сравнению с &, то мы можем применить пре- 
образования, аналогичные тем, какие нами были 
изложены выше. 
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$ П. © движении тяжелых и однородных жидкостей 
в ©осудах или каналах любой формы. 


23. Чтобы показать, как пользоваться положения- 
ми и формулами, которые мы только что дали, при- 
меним их к жидкостям, движущимся в сосудах или 
каналах данной формы. 

Предположим, что рассматриваемая жидкость одно- 
родная и весомая и что она выводится из состояния 
покоя, т. е. что она приводится в движение ударом 
поршня, приложенным к ее поверхности; тогда ско- 
рости р, 49, г каждой частицы должны оказаться 
такими, что величина рах - а4у -- г42 будет интегри- 
руемой (п. 18); следовательно, в данном случае мож- 
но будет применить формулы пункта 20. 

Пусть Ф$*) —функция х, у, 2 и &, определяемая 
уравнением 

00° 1 0% 
дж? Г ду? "028 © 
тогда мы прежде всего имеем следующие выражения 
для скоростей каждой частицы по направлениям 
координат хх, у, 2 


_ 9$ __ 9$ _ д? 
Р=55’ Ч ду’ Где’ 
Затем мы имеем величину 
2 41 дм? (2 2 
^= У +5 (5 и) +3 2. ) тэ с) 


которая должна равняться нулю на внешней свобод- 
ной поверхности жидкости (п. 2). 

Что касается величины И, зависящей от ускоря- 
ющих сил жидкости (п. 15), то если обозначить 
через 8 ускоряющую силу тяжести и назвать 8, 1, С 
углы, образуемые осями координат х, у, 2 с верти- 


*) Не следует думать, что всякий интеграл этого уравне- 
ния дает рещение рассматриваемой задачи: конец настоящего 
параграфа, наоборот, показывает, что функция $ подчинена 
некоторым другим условиям. (Прим. Бертрана.) 
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кальной линией, проведенной через точку пересече- 
ния этих осей и направленной сверху вниз, то мы 
будем иметь 


Х = — 2с03Ё, У= — вс0з1, Й= — 26036; 


я беру для значений сил Х, У, Й знак—, так как, 
согласно допущению, эти силы стремятся уменьшить 
координаты х, у, 2. Следовательно, так как 


АУ = Хах + Уау - 2а3, 
то, интегрируя, мы получим 
У = — 21 с05Ё — 87 с081— 82 с056. 


24. Пусть теперь $=о9, или 2—&=0, — уравнение 
одной из стенок трубы, где х является заданной 
функцией т, у, но не зависит от 2 и . Для того 
чтобы с этой стенкой всегда соприкасались одни 
и те же частицы жидкости, следует выполнить тре- 
бование уравнения (Т) пункта 12, положив в нем 
А=2—4«. Тогда мы получим уравнение 


которому должно удовлетворять значение =. Каж- 
дая стенка даст подобное уравнение. 

Равным образом, так как ^=0 является уравне- 
нием наружной поверхности жидкости, то для того, 
чтобы на этой поверхности всегда оставались одни 
и те же частицы, должно иметь место следующее 
уравнение: 

9% 0.04 0204 02904 _ 

0# '0дхдх ' дуду ' 0898 
которое, следовательно, дает то же самое значение 
для 2, что и уравнение ) =0. Но это уравпение ста- 
новится ненужным в том случае, когда жидкость 
не имеет свободной поверхности. 

25. Установив это, следует начать с определения 
функции ф, Но так как уравнение, от которого она 
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зависит, вообще говоря, не поддается интегрированию 
с помощью какого бы то ни было известного метода, 
допустим, что одно из измерений жидкой массы очень 
мало по сравнению с двумя другими измерениями, 
например, что координаты 2 очень малы по сравне- 
нию стиу. Исходя из этого допущения, мы можем 
выразить значение ‹ с помощью ряда следующего 
вида; 


—9 а’ + РУ. 


где ф’, $”, Ф'”’,... являются функциями х, У, & но 
не зависят от 5. 


Если произвести эту подстановку в упомянутое 
ие то оно примет следующий вид: 


+55 
ЕО о +29 "р я = = +2. 3) + 


у 77’ ое 
2 и +7 = +3. 49) +... =0. 


Стало быть, приравнивая нулю в отдельности 
каждый из членов, содержащих различные степени 5, 
мы получим 


1 037 1 0%%' 
т о 2’, 
ОИ 1 025” 1 0%" 
У = аз дя — 2.8 ду? ' 
У_ 1 д2э’'' 1 д? ИИ 
т? - 3.4 05° 3.4 Ри —_ 


_ 1 04 1 0%’ + 04%’ 
2.3.4 024 1 3.4 02204? 3.4 ду ' 


Поэтому выражение для ф примет следующий вид: 


ао" (О (9 +55 
ф=ф +2 2 \ д22 ‚8 2.3 ая" т 
0 
Та. 5. 2.3.4 дат 2 + а т. 


функции Ф’и $” являются здесь неопределенными, 
откуда следует, что приведенное выражение есть 
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полный интеграл рассматриваемого уравнения. После 
того как найдено выражение для ф, путем дифферен- 
цирования получим выражения для р, 4, г, как это 
показано ниже: 


22 03%’ 035’ 23 0” | _ 93” 
$ (Наквя )— 53 (98 Наяби ) +... 


д?’ 035’ 0% р 
"2 
г=5,=Ф диз | ‘де (=) + 


№ 
/_ 
23° / 04% 
НЕ г) +... 


035" 03%’ 23 032” 9" 
равна ваты +2 5) +... 


Если эти выражения подставить в выражение 
для Х пункта 23, то оно примет следующий вид: 


Х =! + 2" 22)’ ии 23 ТУ +... 
где 


Х’ = ТТ 


+5 (=) ча) 139” 


р 9 др 9 ди 0%’, 09. 
„1 9% 0 =) — 
^^ =-ч р 0 ду? 


27. ее р ет) 1 .(%)- 
9 05 \ дж - = д ду? 


1 д2' 035" р 


— 9 ду \д22 й 
5 ри 2 1 „/д2” | 074" 
т Че - ду ) 2 дит + ду? 


и так далее. 
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26. Теперь, если 
2=4 


представляет собой уравнение стенок, где «— очень 
малая функция х и у, но не зависит от 2, то благо- 
даря указанным выше подстановкам уравнение, вы- 
ражающее условие, чтобы с этими стенками были 
в соприкосновении всегда одни и те же частицы (п. 24), 
примет следующий вид: 


0 и ду’ дх д.2’ да _ , 92%’ д’ дз" да +9” да ) _ 
[т 0% 9уду да Г дуг Г `0з дз "ду ду 
[9 9 
2 д? ду? 
93$ 9032’ ^\ да ' д3‹' 939" 


—ы5=—. 


91 
258 Г дз ди Л 9д (ду Г 5 | + 


Так как это уравнение должно оставаться в силе, 
если положить 2=9, то оно сводится к следующему 
более простому виду: 


. 92” 
"=. д 5» (9 я)» дх / 
2” ` 93% 
—5 5 “+5 | 2 [. Нарва) | + 
тд 3 035’ 039’ | п. 
за | 98 ди Где Ц... =0; 
это уравнение ДОЛЖНО сохранить Свою силу на всем 
протяжении заданных стенок. 


27. Наконец, уравнение для внешней свободной 
поверхности жидкости 


Х =0 
примет вид 
№ 2А" - 22" ДУ... =0, 


а условным уравнением для того, чтобы на поверхности 
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оставались одни и те же частицы (п. 24), будет 
91’ д2’ 04’, д’ 04’ "п 
9 "ба да Году ду ФА + 
0” бт 0м ‚др 94" 00 | др 01" 
т Е 0х 0х ' дл д ду ду Г ду ду 
, 025’ 024%’ \ 
ИР 7 г. т и 
+ 29"\, дат РЭ АА + 
94’'' д.2” ОА” д.3’ 94’”' 92” 94” д’ 94'’”' 
2 
+2 | 5: ‘9; 95 Г дз 68 Г ду Ри ду — 
праве ом арт деи 
— 0х3 дх ду? / дх 2 \ 01? ду м ду — 


—2 (5+5 т. ).7'7 — 
1 975” д} 


1 ое унии + 0 


Если из приведенных двух уравнений исключить 5, 
то мы получим одно уравнение, которое должно иметь 
место для всех точек внешней поверхности. 


Применение предыдущих формул 
к движению жидкости, протекающей 
в узком и почти вертикальном сосуде. 


28. Теперь представим себе, что жидкость течет 
в узком и почти вертикальном сосуде, и для боль- 
шей простоты допустим, что абсциссы х направлены 
вертикально сверху вниз; тогда мы будем иметь (п. 23) 


Е=0, ч= 90°, &=90°; 
следовательно, 
с08ё=41, 6081=0, с08%=0. 


Далее, для того чтобы насколько возможно упро- 
стить вопрос, предположим, что сосуд является пло- 
ским, так что из двух координат у и 2 первые у рав- 
ны нулю, а вторые 2 очень малы. 

Наконец, пусть 2=% и 2=В-— уравнения двух 
стенок сосуда, где х и В — известные и очень малые 
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функции т. Тогда по отношению к этим стенкам 
мы будем иметь уравнения. (п. 26) 


„_ 9 0%’ 20$” 
о (99 зв“) +. 
д д’ 1 „.- 
и То О ЬИ 2 
ф дх (в дх 2 дх х (5 . ) +. 
которые послужат для определения функций $’ их". 
Будем рассматривать величины 2, 9, В как очень 
малые величины первого порядка и будем отбрасы- 
вать, во всяком случаев первом приближении, 


величины второго и следующих порядков. Тогда оба 
приведенных выше уравнения сведутся к следующим: 


ь„ д 07’ _ „_ 9 97’ _ 
ф 55 (а == )=0, 9—5 (855 = 0, 


которые, будучи вычтены одно из другого, дают 


5 | (2—8) 95 | =0: 


интегралом этого уравнения является 
9$ 
$ — — 
«—8) = 


где 09— произвольная функция $, которая должна 
быть очень малой величиной первого порядка. 

Но ясно, что «—В представляет собой горизон- 
тальный размер сосуда, который мы обозначим через 7. 
Тогда мы имеем 

д’ _ 0 
9х 1 
а если снова проинтегрировать по х, 


4х 
' = 0 \ = -; $, 
где $ обозначает новую произвольную функцию #. 
Если эти же два уравнения сложить и положить 


ав _ 
2 № 


9 
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то мы отсюда получим 


"= а» ( д%' 
Т — 5 в) 


д: / 
или, подставив значение 5 , 
о’ — Гы 
дх `. т 


Отсюда мы видим, что так как 1, в, 0 являются очень 
малыми величинами первого порядка, то и $” будет 
очень малой величиной того же порядка. 

Следовательно, если все время пренебрегать вели- 
чинами второго порядка, то с помощью формул 
пункта 25 мы получим скорость в вертикальном на- 
правлении 


и в горизонтальном 


0% (1—2 (1) 
ии __ Ще 2“ [| — 
Г? 2 од? =9 5. | 2 9х | 
(аня 
— \ д 


Далее, так как с05(=0, то величина ^” тоже 
будет очень малой первого порядка. Поэтому вели- 
чина \ сведется (п. 25) к 


Г 48 ( 4х в. 
= — Ту а т, 2-2 


Если эту величину приравнять нулю, то получим 
уравнение поверхности жидкости, а так как оно 
не содержит ординаты 2, а лишь абециссу х и время $, 
то отсюда следует, что поверхность жидкости должна 
в любое мгновение быть плоской и горизонтальной. 

Наконец, уравнение, выражающее условие того, 
чтобы на поверхности жидкости всегда находи- 
лись одни и те же частицы, по тем же основаниям 
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сведется к следующему (п. 27): 


94’, д» д^ _ 

9: + 5: эх =0, 
ИЛИ 

9А 6 94 

5 Н таз =0, 


в котором уже не содержится 2, а лишь Фи $. 

29. Для того чтобы отличать величины, относя- 
щиеся к верхней поверхности жидкости, от величин, 
относящихся к нижней, будем первые отмечать 
одним штрихом, а вторые двумя. Таким образом, 


х', {’,... будут абсциссами, размерами сосуда, ... 
для верхней поверхности; 5”, 1",... будут точно так же 
абсциссами, размерами сосуда, ... для нижней поверх- 
ности. 


Следовательно, и /’, \” в дальнейшем будут обо- 
значать значения \ для обеих ‘поверхностей. Таким 
образом, для верхней поверхности мы будем иметь 
уравнение 


и, 9064" № 6 _ 
Л =—8 в ая =0 


и для нижней поверхности аналогичное уравнение 


40 ( 4х”, 43 0 
п __ и 9 родй о — 
ма Пия 
Наконец," уравнение 
94’ 9 24’ 
де Ту дз? = 0 


будет выражать условие того, что частицы, однажды 
находившиеся на верхней поверхности, всегда на ней 


остаются, и 
94” ‚ 0 04" 
‘9 Г |” 05” — 0 


будет уравнением, выражающим условие, чтобы ниж- 
няя поверхность всегда содержала в себе одни и те же 
частицы жидкости. 
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На основе вышеизложенного следует различать 
четыре случая, соответствующие различным условиям 
протекания жидкости в сосуде. Каждый из этих 
случаев требует особого разрешения. 

30. Первый случай — это тот, когда заданное коли- 
чество жидкости протекает в бесконечно длинном 
сосуде. Ясно, что в этом случае обе поверхности 
всегда должны содержать одни и те же частицы и что, 
таким образом, для обеих этих поверхностей мы будем 
иметь уравнения 

^’=0, /)”=0 
и далее 
, , ` и и 
пою =0, 0; 
$ у’ дх (91 у” дх 


эти четыре уравнения послужат для определения 
переменных 1’, 5”, 0, $ как функций 4. 
Уравнение ›’=0 после дифференцирования дает 


94’ , 94’ 
Ри дл’ + т ДЕ= 0; 
следовательно, 
94’ —_ 04’ ах’ 
9 д 4 


Если это выражение подставить в уравнение 


94 9 294’ 
дг Ру ды = 0 
и разделить его на 5, то мы получим 
ах’ _ 6. 
а 1‘ 
Точно так же, сочетая уравнение ^" =0 с уравнением 
ол" _ д" ши 
0 дд’ а’ 
мы найдем 
ах” _ 0. 
4 1” 


23 ж. Лагранж, т. ИП 
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Таким образом, мы имеем уравнения с разделен- 
ными переменными 
94 =т’ах’ =\" ах"; 
интегрируя, мы получим 


\ |” 4х" — \ /’ 4х’ =т, 


где т — постоянная величина, выражающая, очевидно, 
количество жидкости, протекающей в сос; де. Это 
уравнение дает также значение х” в функции 5’. | 

Теперь, если в уравнении ^^ =0 мы вместо 


ах” 
подставим его значение у 6 ‚о ТО это уравнение примет 


следующий вид: 


‚040 С 4, 099 
о г И у’ 4х’ ая == 0; 
последнее, будучи умножено на —1’ 45’, дает сле- 
дующее уравнение: 
ГРУ / 5’ __ 
21’т’ 4х —048 \ = т п = 0, 


которое, как мы видим, интегрируемо и имеет своим 
интегралом 


5 \ у’ а» — \ = \ 9 43 = сопз6. [23°]. 


Таким же точно образом, подставив в уравнении 


и 


” ах 
" — () выражение 1 ‚- Вместо ЧЕ и помножив на 


—\” 4х’, мы найдем новое интегрируемое уравнение, 
интегралом которого является 


2 \ у” 4х" — Кы \ — \ 043 = сопз%. [28°]. 


2 


Если последние два уравнения вычесть одно из дру- 
гого для того, чтобы исключить член \ 04, то мы 


получим следующее уравнение: 


(г аа" — уз’ ат -%(\=- (=)= Г, 
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ах” 
з котором величины \ ух” ах" — \ ух’ ах’ и = — 


и 


4х’ 4х 
—} -7 выражают интегралы ух 4х и у, взятые от 


х=х’ до х=1”, и где Г, — постоянная величина. 

Это уравнение дает, таким образом, 9 в функции х’, 
так как д” уже известно в функции 5х’ благодаря 
найденному выше уравнению. Имея, таким образом, 
0 в функции 5х’, мы найдем и Ё в функции т’, поль- 


! а 7 
зуясь уравнением = ‚ интеграл которого есть 
7 т’ 


где Н — произвольная постоянная. 

Что касается двух постоянных С и Я, то их можно 
онределить из начального состояния жидкости. В са- 
мом деле, когда #=0, значение х’ задается началь- 
ным положением жидкости в сосуде, а если допу- 
стить, что начальные скорости жидкости равны нулю, 
то мы должны иметь 0=0 при #{=0 для того чтобы 
выражения для р, 4, г (п. 28) стали равны нулю. Но 
если бы жидкость сначала была приведена в движе- 
ние с помощью каких-либо импульсов, то должны 
были бы быть даны значения /^' и /" при Е =0, так как 
величина Х по отношению к поверхности жидкости 
выражает давление, которое там производится жидко- 
стью и которое должно уравновешиваться внешним 
давлением (п. 2). Но мы имеем (п. 29) 


р , „ , 46 г ам” т’ 
кина) 


02 1 1 
+ (1-2): 


следовательно, если положить #=0, то мы получим 
уравнение, которое послужит для определения началь- 
ного значения 0. 

Таким образом, задача разрешена и движение 
жидкости полностью определено. 


23* 
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31. Второй случай имеет место, когда сосуд обла- 
дает определенной длиной и жидкость вытекает через 
дно сосуда. В этом случае, как и в предыдущем, 
мы имеем для верхней поверхности жидкости два 
уравнения: 

/ ; 
№=0, 09 =0; 
0% -’ дх 


для нижней же поверхности мы имеем просто уравне- 
ние /^”=0, так как вследствие вытекания жидкости 
на этой поверхности должны в каждое мгновение нахо- 
диться новые частицы. Но, с другой стороны, для 
этой именно поверхности абсцисса 5” будет величиной 
заданной и постоянной; таким образом, в данном слу- 
чае придется определить лишь три неизвестные вели- 

чины Хх’, би $. 
Прежде всего первые два уравнения, как и в пре- 
дыдущем случае, дадут следующие уравнения: 
' 4х’ 02а’ 


ах’ 7—7 ! 


затем уравнение ^” =0 даст 
4х” 48 02 


" 48 _ п. 
— 81 1% \ у” + че Нэт =0; 


и 


ах 
здесь следует отметить, что 5”, |" и \ 77 суть постоян- 


ные, которые для большей простоты мы обозначим 
через ], й, п. Поэтому, если вместо 4 подставить его 
/ ! 


тах р т! 
значение ——— и затем умножить на —\'’ 4х’, то мы 
получим уравнение 

я 92’ 4х’ _ 


Если из последнего уравнения вычесть преды- 
дущее с тем, чтобы исключить члены 0049, то мы 
получим 


(1—2) т’ 42’ — (* — == @—(1=— 57) 4х’ =0; 
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это уравнение содержит лишь две переменные х’ и 6, 
и с его помощью можно будет, значит, определить 
одну из этих неизвестных в функции другой. 
Затем мы получим { в функции той же переменной, 
проинтегрировав уравнение 
|” 4х’ 
0 ) 


ДЕ = 


и определим постоянные величины, исходя из началь- 
ного состояния жидкости, как мы это сделали в пред- 
шествующей задаче. 

32. Третий случай имеет место, когда жидкость 
течет в сосуде неопределенной формы и размеров, 
который, однако, поддерживается наполненным до 
одной и той же высоты при помощи непрерывного 
притока новой жидкости. Этот случай противоположен 
предыдущему; действительно, здесь мы имеем для 
нижней поверхности два уравнения: 


, 4” 6 04”. 
^ =0 И тт” `дх" , 


для верхней же поверхности ввиду постоянной сме- 

ны состава частиц на ней мы имеем только урав- 

нение ^’=0. Таким образом, нам следует лишь в 

уравнениях предыдущего пункта величины 1’, 1’ за- 

менить 5”, |” и для }, Й, п взять заданные значе- 
р ах’ 

НИЯ Хх, \ , \ с . 

При этом мы предполагаем, что приток новой 
жидкости происходит таким образом, что каждый слой 
сразу воспривимает скорость непосредственно следу- 
ющего за ним слоя и что, стало быть, увеличение 
или уменьшение скорости этого слоя в течение пер- 
вого мгновения совершенно те же, как если бы сосуд 
в течение этого мгновения не поддерживался запол- 
ненным до одной и той же высоты. 

33. На, онец, последний случай — это тот, когда 
жидкость вытекает из сосуда определенной длины, 
который все время остается заполненным до одной 
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и той же высоты. В данном случае частицы верхней 
и нижней поверхностей полностью обновляются; следо- 
вательно, для этих двух поверхностей мы имеем урав- 
нения 


№=0, №" =0, 


но в то же время обе абсциссы 5’ и 1” являются 
заданными и постоянными, так что остается лишь 
определить две неизвестные величины 0 и $ в 
функции 4. 

Итак, пусть 


д’ =), “=, \ 
х”=Р, 1”=Н, = =л; 


тогда оба уравнения ^’=0, /^”=0 примут следую- 
щий Вид: 


49 43 02 
а Нап Нар зав = 0 


49 4$ 02 
Ре М а ан 0 


49 
откуда, исключив >, мы будем иметь 


ВЕ М-—(оде-эн)=0, 


а из последнего мы получим 
№ — п) 48 

Е ——— — 2 
Е -ЛР (из в) 8 
это — уравнение с разделенными переменными, кото- 
рое может быть проинтегрировано с помощью круго- 
вых дуг или логарифмов. 

34. Приведенные выше решения согласуются с реше- 
ниями, найденными первыми авторами, которым мы 


обязаны теориями движения жидкостей; указанные 
эвторы нашли их, исходя из допущения, что различ- 
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ные слои жидкости, опускаясь в сосуде, в точности 
сохраняют свою параллельность (см. «Гидродинамику» 
Даниила Бернулли, «Гидравлику» Ивана Бернулли 
и «Трактат о жидкостях» Даламбера). Наш анализ 
показывает, что это допущение правильно только в том 
случае, когда сосуд имеет бесконечно малые размеры, 
но что его можно во всех случаях применить в качестве 
первого приближения и что получающиеся при этом 
решения верны с точностью до величин второго 
порядка, если размеры сосуда рассматривать как вели- 
чины первого порядка. 

Большое преимущество настоящего анализа заклю- 
чается, однако, в том, ‘что с его помощью можно все 
ближе и ближе подойти к действительному движению 
жидкостей в сосудах любой формы; в самом деле, 
определив, как мы это сделали выше, первые значе- 
ния неизвестных, отбрасывая при этом вторые изме- 
рения поперечных размеров сосуда, легко затем уве- 
личить приближение, принимая последовательно во 
внимание отброшенные члены; детали этих вычисле- 
ний не представляют никаких трудпостей, кроме из- 
вестной громоздкости выкладок, и мы, по крайней 
мере сейчас, не будем входить в них. 


Применение тех же формул к движению 
жидкости, содержащейся в неглубоком 
и почти горизонтальном канале, и, 
в частности, к движению волн. 


35. Так как мы допускаем, что высота жидкости 
очень мала, следует взять координаты 2 вертикаль- 
ными и направленными сверху вниз; абсциссы же х 
и ординаты у станут горизонтальными; тогда мы будем 
иметь (п. 23) 


03 =0, с08ч=0, с057=4. 
Оси хи у возьмем в горизонтальной плоскости, обра- 


зуемой верхней поверхностью жидкости, и пусть 2=а 
будет уравнением дна канала, где х — функция 5 и у. 
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Будем рассматривать величины & и а как очень 
малые величины первого порядка и будем отбрасывать 
величины второго и следующего порядков, т.е. вели- 
чины, содержащие квадраты и произведения & ид. 

Условное уравнение, относящееся ко дну канала, 


дает (п. 26) 
ь„_ 0 дз’ д д’ 
— 9% и), (#55), 


откуда видно, что $” является величиной первого 
порядка. 

Далее, значение величины \ сводится к ^’-)”2 
(и. 25), и в выражении для \' следует отбросить вели- 
чины второго порядка, а в выражении для ^” — вели- 
чины первого порядка. Поэтому, в силу 


-с 


с08&=0, созч=0, созЁ=1У, 


мы с помощью формул того же пункта получим 


‚НРУ ЕОр и 


Таким рвом, для верхней поверхности жидкости 
мы будем иметь уравнение (п. 27) 


^’—82=0 
и затем условное уравнение 
9%’ дз’ 04’ др’ 04’ 


Е Г = 9 Гу “9 ду Ев ( 5+: - ‘ду ")- 0. 


Уравнение ^’— 22=0 тотчас же дает == для 


формы верхней поверхности жидкости в любое мгнове- 
ние, а так как условное уравнение тоже должно иметь 
место по отношению к указанной поверхности, то оно 
должно быть верным и в том случае, если вместо 2 


р 


4 
в него подставить приведенное выше значение —. 
После этого уравмение примет следующий вид: 


“ан + 9 (=) (Му в" =0 
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а если вместо $” подставить еще найденное выше выра- 
жение, то мы получим 


пе -е |+5 [6-9 ] 0; 


в этом уравнении следует лишь подставить вместо 
функции ^’ ее И 

2 

=), 


+3 (87) +3 (9 


и тогда мы получим дифференциальное уравнение 
в частных производных второго порядка, которое послу- 
жит для определения $’ в функции ф, у, &. 

После этого можно определить форму верхней поверх- 
ности жидкости, уе уравнением 


_ 1 97° ый 
в а ==) ’ 


а если бы мы пожелали определить и горизонтальные 
скорости р, 4 каждой частицы жидкости, то могли бы 
их получить с помощью следующих формул (п. 25): 


д дх' 
р==®, а==^. 


36. Интегрирование дифференциальных уравнений 
в частных производных еще далеко не достигло того 
совершенства, какое необходимо для интегрирования 
столь сложных уравнений, какими являются приведен- 
ные выше; поэтому не остается иного пути, как упро- 
стить это уравнение, введя некоторые ограничения. 

Для этой цели допустим, что жидкость при своем 
движении поднимается и опускается выше и ниже 
уровня лишь на бёсконечво малую высоту, так что 
координаты 2 верхней поверхности остаются всегда 
очень малыми и что, сверх того, горизонтальные ско- 
рости ри 4 тоже очень малы. Тогда, значит, и вели- 
9$’ д’ 5 
0: ? ди’ 
ми И,  педоватольно. величина 5’ сама тоже должна 
быть бесконечно малой. 


должны быть бесконечно малы- 


ЧИНЫ 
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Если в рассматриваемом уравнении отбросить бес- 
конечно малые величины второго и высших порядков, 
то оно примет следующий линейный вид: 


0?’ д дэ’ д дз’ 
02 8 ду (= = )—Е ду (а =, )=0, 
и мы получим 
__ 1 0$’ _ 9$’ 92" 
= 9’ Р> 0’ 9—0 


Это уравнение содержит, таким образом, общую 
теорию малых колебаний жидкости небольшой глу- 
бины и, стало быть, правильную теорию волн, обра- 
зуемых последовательными и бесконечно малыми 
подъемами и съижениями стоячей воды, содержащейся 
в канале или бассейне небольшой глубины. Теория 
волн, данная Ньютоном в предложении 46 книги вто- 
рой «Реше!р1а», основана на сомнительном и мало 
естественном допущении, что вертикальные колебания 
волн аналогичны колебаниям воды в изогнутой трубке, 
и поэтому должна быть признана совершенно недо- 
статочной для разрешения настоящей задачи. 

37. Если допустить, что канал или бассейн имеют 
горизонтальное дно, то величина & станет постоянной 
и будет равна глубине воды, в результате чего урав- 
нение движения волн примет следующий вид: 

0%" 0°$' 55) 


`де — 8% \ дит Г ду 


Это уравнение совершенно аналогично уравнению, 
определяющему малые колебания воздуха при образо- 
вании звука, если принять во внимание лишь движе- 
ние частиц параллельно горизонту, как мы это увидим 
в пункте 9 следующего отдела. Подъемы 2 над го- 
ризонтальной поверхностью воды соответствуют сгу- 
щениям воздуха, а глубина & воды в канале соот- 
ветствует высоте атмосферы, если последнюю пред- 
положить однородной; это дает полную аналогию 
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между волнами, образуемыми на поверхности спо- 
койной воды поСследовательными подъемами и сни- 
‚жениями воды, и волнами, образуемыми в воздухе 
последовательными сгущениями и разрежениями по- 
следнего, — аналогию, которую многие авторы уже 
предполагали, но которой до сих пор никто еще 
точно не доказал. 

Так как скорость распространения звука равна 
той скорости, какую приобрело бы тяжелое тело, 
если бы оно падало с половины высоты атмосферы, 
рассматриваемой как однородная, то и скорость рас- 
пространения волн равна скорости, какую приобре- 
тает тяжелое тело, падая с высоты, равной половине 
глубины воды в канале. Следовательно, если эта 
глубина составляет один фут, то скорость волн рав- 
на 9,495 фута в секунду; если же глубина воды 
больше или меньше указанной величины, то скорость 
волн изменяется в отношении корня квадратного 
из глубин, если только эти глубины не слишком 
велики. 

Впрочем, каковы бы ни были глубина воды *) и 
форма дна, изложенную выше теорию всегда можно 
применить, если допустить, что при образовании волн 
вода сотрясается и приводится в движение лишь на 
очень малую глубину; это допущение само по себе 
очень правдоподобно в силу вязкости и сцепления 
между частицами жидкости; сверх того, я установил, 
что оно подтверждается наблюдением даже над боль- 
шими волнами в океане; таким образом, скорость 
волн сама по себе определяет глубину а, до которой 
вода приводится в движение при их образовании; 
действительно, если эта скорость составляет п футов 
в секунду, то мы имеем 


9? ф 
= 30 196 ФУТОВ. 


*) Сделанное Лагранжем допущение неприемлемо даже 
в качестве первого приближения. См. добавление в конце 
настоящего тома. (Прим. Бертрана.) 
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В томе Х старых Мбшо!ез де ГАсадёт1е 4ез 
Эе1епсез 4е Раг!з можно вайти наблюдения над ско- 
ростью волн, произведенные де ла Гиром (4е 1а Ние), 
которые дали для этой скорости полтора фута в се- 
кунду или, точнее, 1,412 фута в секунду. Следова- 
тельно, если положить п == 1,412, то мы получим глубину 


66 8 
1000 фута, т. е. тб дюйма или почти 10 линий. 


оу ту 


А жж 


ОТДЕЛ ДВЕНАДЦАТЫЙ. 


0 ДВИЖЕНИИ СЖИМАЕМЫХ И УПРУГИХ 
ЖИДКОСТЕЙ. 


1. Для применения общего уравнения пункта 2 
предыдущего отдела к этому роду жидкостей следу- 
ет иметь в виду, что член $ ^5Г, должен отпасть, 
так как условие несжимаемости, результатом кото- 
рого явился этот член, при настоящем допущении 
отсутствует; но с другой стороны, следует учесть 
влияние упругости, противодействующей сжатию и 
стремящейся расширить жидкость. 

Итак, пусть г — упругость какой-нибудь частицы От 
жидкости; так как ее действие сводится к увеличе- 
нию объема Ох Ду 02 этой частицы и, следова- 
тельно, к уменьшению величины—ДРх Ву 02, то от- 
сюда следует, что для этой частицы надо к левой 
части указанного уравнения прибавить — момент 
— 8 (Ох Рур:). Таким образом, для всех частиц 


следует вместо члена 5 Г, подставить интегральный 
член — № = (Ох Ру 02). Но так как 


0[, =6 (Ох Ру 02), 


то ясно, что общее уравнение сохранит свой преж- 
ний вид при условии лишь замены Х через—з. Тогда 
с помощью тех же рассуждений мы снова придем к 
трем окончательным уравнениям, аналогичным уравне- 
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ниям (А), а именно: 


А(же+х ) +. =0, | 
А + У) + =0, (а) 


И в данном случае величина е должна быть равна 
нулю на поверхности жидкости, когда эта поверх- 
ность свободна; если же жидкость ограничивается 
стенками, то значение = равно сопротивлению, ока- 
зываемому стенками для удержания жидкости, что 
само по себе очевидно, так как = выражает силу 
упругости ее частиц. 

2. Для сжимаемых жидкостей плотность А всегда 
задана как известная функция ев, Хх, у, 2, & завися- 
щая от закона упругости жидкости и теплоты, кото- 
рая, согласно допущению, господствует каждое мгно- 
вение во всех точках пространства. Таким образом, 
здесь приходится определять четыре неизвестные 
величины з, х, У, 2 в функции & и следовательно, 
для полного решения задачи необходимо иметь еще 
четвертое уравнение. Для несжимаемых жидкостей 
условие неизменности объема было дано уравнением 
(В) пункта 3, а условие неизменяемости плотности 
от одного мгновепия до другого было дано уравне- 
нием (Н) пункта 11. У сжимаемых жидкостей ни 
одно из этих условий в отдельности не имеет места, 
так как объем и плотность изменяются одновременно; 
но масса, являющаяся произведением этих двух эле- 
ментов, должна оставаться неизменной. Таким обра- 
зом, мы имеем 


4 (А Ох Бур?) =0. 


Следовательно, произведя логарифмическое дифферен- 
цирование 

4 (Ох Ру0з) 
> + Ох Ру 03 =0 
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и подставив значение 4(Ох Бур?) (это значение 
тождественно со значением 6(0х Ду?) пункта 2 
предыдущего отдела, если символ 4 заменить симво- 
лом 8), мы получим уравнение 

ад Пах геи раз, 

т: игр = 0, (Ъ) 
которое соответствует  правцению (В) пункта 3 упомяну- 
того отдела: последнее выражает неизменяемость объе- 
ма, а только что полученное —неизменяемость массы. 

3. Если координаты 5, у, 2 рассматривать как 
функции начальных координат а, 6, с и времени &, 
истекшего с начала движения, то в результате опера- 
ций, аналогичных указанным в пункте 5 преды- 
дущего отдела, уравнения (а) примут следующий 
Вид: 


А (денх ) + +8 Ж+т #=0, 
А (же) + чт =0, р (6) 
6 (Е) а и 2 =0, 
или же следующий, ‘более простой: 
С 
- 1+2) + +5: =0, 


\[ (жж +х)ж+ (+) + 


+ (4=+2)% | +%=0 


&[ (ат+х) и + (че) + 


+ (3= 2) 5: | +2 =0; } 


эти преобразованные уравнения аналогичны преобразо- 
ванным уравнениям (С) и (0) в указанном выше месте 
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Что касается уравнения (Ъ), то если к нему при- 
менить преобразование пункта 3 предыдущего отдела, 
то оно примет следующий вид: 

ад 49 

+в 0, 
где дифференциалы (А и 48 относятся только к пере- 
менной #; интегрируя это уравнение, мы получим 


94 = функция (а, 6, с). 


В указанной выше статье мы видели, что когда #=0, 
6 становится равной единице; следовательно, если 
допустить, что значением А тогда будет НЯ, мы будем 
иметь 

Н =функция (а, В, с), 


и уравнение примет вид 0\ =Я, или же 


Н 
=, 


или, если вместо функции 0 подставить ее выраже- 
ние, 
д%хдудз 0хдудз  дхдудз 
да0% 0е 0Ъдаде "0 деда 
дхдуд: | дхдудз 0х0дуд2 Н. (е) 


—— — — — — =— — 


—— @саь да ' дедадь дадедь А’ 


это преобразованное уравнение аналогично преобра- 
зованному уравнению (Е) упомянутого выше пункта. 
Наконец, к этим уравнениям следуел применить 
то, что было мною сказано в пункте 8 ‘того же от- 
дела относительно поверхности жидкости. 

4. Но если желательно, что гораздо проще, полу- 
чить уравнения между скоростями р, 4, г частиц 
по направлениям координат #, у, 2, рассматривая 
эти скорости, равно как и величины АД и е, как 
функции т, У, 2, $, следует применить преобразова- 
ния пункта 10 предыдущего отдела, и тогда урав- 
нения (а) тотчас же дадут следующие преобразован- 


О ДВИЖЕНИИ СЖИМАЕМЫХ И УПРУГИХ ЖИДКОСТЕЙ 369 


ные уравнения, аналогичные преобразованным урав- 
нениям (Е) этого последнего пункта: 


Ор Ор Ор др з 
Арте нх + =0 
94 94 да 94 д; 

А (рат + у) Ти =0, 

дг дг дг дт 3 
А (%-+Р5. +45. +7942) +=0. } 


В уравнении (Ь), помимо подстановки ра, 4 4, га 
вместо 4х, 4у, 42 и замены символа О) символом а, 
следует еще вместо 4А подставить его полное выра- 
жение 


ОА А А ОА 
5 ГР5 +9 ди +7з: ) 1, 


и тогда после разделения на 4 мы получим следу- 
ющее преобразованное уравнение: 
10904 РА а)дА г А д 04 45 
А ГА да НА у Рада Кд ду Нд: =0, 
которое, будучи умножено на АД, примет следующий 
более простой вид: 
Эд, 9(Др)  0(44)  0(4г) _ 
На Тбаи +7: = 0. (5) 


Что касается условия, относящегося к движению 

частиц на поверхности, то оно равным образом может 

быть выражено с помощью уравнения (Г) пункта 12 
предыдущего отдела, т. е. 

д.4 дА А А . 

5 Роз "Ч ду +Гдз —0, (0 

если принять, что А =0 есть уравнение поверхности. 

5. Уравнению (7) легко удовлетворить, если поло- 


ЖИТЬ 
да Аа 93 А __ ду 


АР= де › —&? 


где а, В, 1 являются функциями х, у, 2, #. С помощью 
248 Ж. Лагранж, т. П 
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этих подстановок рассматриваемое уравнение приво- 
дДиИтся к м виду: 
да д:В 921 | 
ое ео ан НЕ =0: 


последнее уравнение интегрируемо по { и интегра- 
лом его является 


где Р— функция Хх, у, 2, но без & зависящая от 
закона начальной плотности жидкости. 
Таким образом, мы получаем 


дл 
_ 5 
94 08 91, 
дх ду 203 
98 
— 9: 
т 8 а, 
дх ду 02 
2 
Е 
Г — 
‘р_92_ 98 _ 01 
^^ 0% ду да 


Подставив эти выражения в уравнения (#) и, далее, 
подставив вместо з его выражение в функции ДА, т, 
у, 2, & (п. 2), мы получим три уравнения в частных 
производных между неизвестными ох, В, | и четырьмя 
переменными т, у, 2, [, и решение задачи будет за- 
висеть ТОЛЬКО от интегрирования этих уравнений; 
однако это интегрирование выходит за пределы возмож- 
ностей анализа в современном его состоянии. 

6. Если отвлечься от теплоты и других обстоя- 
тельств, Которые могут вызвать изменение упругости 
независимо от плотности, то значение упругости з 
будет некоторой функцией плотности Д, так что 


> 
— является дифференциалом одной пере- 


выражение х 
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менной и, следовательно, интегрируемо; обозначим 
интеграл этой величины через Е. 

Пусть, далее, величина Хах-- Уду-+ 742 пред- 
ставляет собою полный дифференциал, интеграл кото- 
рого, как в пункте 15 предыдущего отдела, обозна- 
чим через У. 

Уравнения ({) пункта 4, будучи соответственно ум- 
ножены на 45, 4у, 43 пи затем сложены, дают после 
деления на Д уравнение следующего вида: 


4Е ау = — Ир: ви 
р г! )ау — 
ре мы (1) 


так как левая часть этого уравнения интегрируема, 
то же имеет место и в отношении правой части. 
Таким образом, мы снова имеем случай уравнения (ТГ) 
пункта 15 предыдущего отдела и, следовательно, при- 
ходим к аналогичным выводам. 

7. Мы видели, что если величина р 4х аду га? 
оказывается в какой-либо момент полным дифференци- 
алом, а это всегда имеет место в начале движения, 
когда жидкость выходит из состояния покоя или при- 
водится в движение ударом, приложенным к ее поверх- 
ности, то эта величина должна быть всегда полным 
дифференциалом (предыдущий отдел, п. 17 и 18). 

При этом допущении положим, как в пункте 20 
предыдущего отдела, 

рах + а4у + га: = а, 
что Дает | 
_ 9% 0$ _ 9%. 
Ро’ Ч=ду’ Гр’ 
если уравнение (1) после этих подстановок проинте- 
грировать, то оно даст 


Е=--Я-(#)-3()-=(2); в) 


24% 
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это значение удовлетворяет одновременно трем урав- 
нениям ({) пункта 4. 


Но Е, будучи равно \ <, является функцией ДА, 


так как = — известная функция А; следовательно, А 
является функцией Ё. Поэтому, если в уравнение (2) 
пункта 4 подставить выражение Д, найденное из пре- 
дыдущего уравнения, равно как и выражения р, 4, г, 
то мы получим уравнение в частных производных 
отчосительно Ф, которого будет достаточно для опре- 
деления этой неизвестной величины, так как оно не 
содержит никаких других неизвестных; таким обра- 
зом, вся трудность сводится к этому единственному 
интегрированию. 

8. У известных упругих жидкостей упругость всегда 
пропорциональна плотности; следовательно, для этих 
жидких тел мы имеем г ={А, где; — постоянный коэф- 
фициент, который можно определить, установив зна- 
чение упругости при заданной плотности. 

Так, для воздуха упругость равна весу столба рту- 
ти в барометре; следовательно, если через И обозна- 
чить высоту барометра для определенной плотности 
воздуха, которую мы примем за единицу, через п 
плотность ртути, т. е. численное отношение плотно- 
сти ртути к плотности воздуха, —а это отношение 
равно отношению удельных весов, —и через & уско- 
ряющую силу тяжести, то при А=1 мы будем иметь 
=—=‹птН; следовательно, 5=2пН; при этом отметим, 
что ИН представляет собою высоту, какую имела 
бы атмосфера, если допустить, что она однородна. 
Обозначив эту высоту через й, мы получим проще 
1=2й, а отсюда г=ВйА. 


Следовательно, так как Ё = \ С ‚ мы будем иметь 
Е =2й 105 А. 
Но уравнение (2) пункта 4 может быть предетавлено 


в следующем виде: 


рт 9105 Д 9105 А 9102 Д 
т дл о рР-+ ду Чт 08° г - += =0. 
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Е 9 9 
5’ дж’ ду’ 03 
вместо 1024, р, 4, г и умножить на ай, то это урав- 
нение примет дующие ВИД: 
9% | 2+ д$ + 2Ед$ _дЕб? | дЕ д 
Эа + а) - 8: - д дж 1 ди ду Г 9 д: д2 = 0. 


Таким браво остается лишь вместо Ё подставить 
найденное выше выражение, и тогда эта подстановка 
даст окончательное уравнение относительно о: 


0" | 9% 0Уд› 070» 0Уд$ 
0 = 8% (= + 5 в 5, ) 0 00 0дуду 00° 


Следовательно, если подставить в него 


0х3 012 дх дх дуду 0203 

— 20? 99 209 02 00 90% _ 
дх дх 0% ду ду 0 д; д5 % 
—_ (у — Е р 99? дз _ 
дх/ д? ду д08/ 022 - 

_ 0920$ 0%» 93 0$ >: 0%0% 09%. 


— 25% ду жду 2055:550: 29у5едид:: (п) 


в этом одном уравнении содержится теория движения 
упругих жидкостей, построенная на сделанном допу- 
щении. 

9. Если движение жидкости очень мало и если при- 
нять во внимание только очень малые величины пер- 
вого порядка, то, как мы видели в пункте 21 преды- 
дущего отдела, величина рах-- чу + г 42 тоже обяза- 
тельно является полным дифференциалом. Следователь- 
но, в данном случае приведенные выше формулы всегда. 
имеют силу, каким бы способом ни было вызвано дви- 
жение жидкости, лишь бы только оно было всегда 
малым и, стало быть, функция ® тоже была очень мала. 

В теории звука допускают, что движение частиц 
воздуха очень мало; поэтому, если в уравнении (п) 
величину © рассматривать как очень малую и отбро- 
сить те члены, в которых она поднимается выше пер- 
вого измерения, то мы`получим для этой теории общее 
и 


+ 99 | 9) __ 09 __ д __ 970 р |. 
2Й + 5-я = 0. 


о о И очи Анрчиния 


ут 022 02 0х 0х дуду 00 
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А если отбросить вторые измерения ф также в вы- 
ражении для Е пункта 7, то мы получим просто (п. 8) 


0 
Е = 2—5 = 81105 А. 


Можно допустить, что в состоянии покоя или рав- 
новесия функция о равна нулю. В этом состоянии мы, 
стало быть, имеем 

РА : 
и следовательно, 
у 


51108 А=—У и Д=е #1. 


Допустим, что когда воздух находится в состоянии 
колебания, его естественная плотность увеличивается 
в отношении 1+5 к 1, где $ — очень малая величина; 
тогда мы имеем вообще 


У. 
А=е 51(1 $), 


а отсюда, отбросив квадрат и более высокие степени $5, 
мы получим 


7 
107 А=—,—$; 


следовательно, 


Что касается значения У, зависящего от ускоря- 
ющих сил, то если допустить, что жидкость является 
весомой, и для большей простоты принять коорди- 
наты 2 направленными вертикально сверху вниз, с по- 
мощью формулы пункта 23 (предыдущего отдела) мы 
получим 


У = — 82, 


где = — ускоряющая сила тяжести. Таким образом, 
уравнение для звука будет иметь следующий вид: 


9% __ 9% 
ВВ РЕЯ 8 9; — д. 
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Определив с помощью этого уравнения ф, мы полу- 
чим скорости р, 4, г воздуха, равно как его сгуще- 
ние $, пользуясь нижеследующими формулами: 

дз д? 9$ 1 д» 
Р= эх, Ч — ду’ Г — 9. , ® > В де. 

10. Если желательно принять во внимание лишь 
горизонтальное движение воздуха, нужно допустить, 
что функция © не содержит 2, а лишь х, у, &. Тогда 
уравнение для х примет следующий вид: 


97: 9: _ 0 
ви (5+5 — де. 


Однако даже и при таком упрощении это уравне- 
ние все еще слишком сложно, чтобы его можно было 
проинтегрировать точно *). 

Добавим, что это уравнение совершенно подобно 
уравнению движения волн в горизонтальном и неглу- 
боком канале. См. предыдущий отдел, пункт 37. 

До сих пор удалось полностью разрешить лишь тот 
случай, когда воздушной массе приписывают только 
одно измерение, т. е. случай звучащей линии, все части- 
цы которой испытывают только продольные смещения. 

Если в этом случае указанную линию принять за 
ось Х, то функция ф не будет содержать у, и указан- 
ное выше уравнение сведется к следующему: 

09°) _ 0% 
9%? 0?’ 


которое аналогично уравнению звучащих струн и имеет 
в качестве полного интеграла 


9=Р(Е-ЕУ #1) + (#—ЕУ 8, 
если знаками РЁ и ] обозначить две произвольные 
функции. 


*) Это уравнение было проинтегрировано Пуассоном, равно 
как и более общее уравнение, в котором $ считается функ- 
цией х, уи 3. См. новые Мёто!гез 4е 1’Асадёпие дез Зе1епсез, 
т. Ш. (Прим. Бертрана.) 
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Последняя формула охватывает две важные теории: 
теорию звучания флейт или органных труб и теорию 
распространения звука в свободной атмосфере. Следует 
лишь надлежащим образом определить обе произволь- 
ные функции; ниже изложены принципы, которыми 
надлежит руководиться при этом определении. 

11. У флейт рассматривают только звучащую ли- 
нию, которая в ней заключается; допускают, что началь- 
ное состояние этой линии дано, причем это состояние 
зависит от сообщенных частицам сотрясений, и опре- 
деляют закон колебаний. 

Будем отсчитывать абсциссы х от одного из кон- 
цов этой линии, и пусть длина последней, т. е. длина 
флейты, равна а. Таким образом, сгущения $ и про- 
дольные скорости р будут даны для {=0 от х=0 до 
х=а; мы их назовем 9 и Р. 


1 
Теперь, так как $= 280% И Р= дд, Тоесли продиф- 


ференцировать сбщее выражение Дл ф предыдущего 
пункта и через Ё’и } обозначить производные функ- 


ций Ри }, так что Ё” («)= и, ‚| (т = 2/82 то мы 


? 


получим 


р=Е' (#1 + (&—У #2, 
5ИЕ=Е’ (2 ЕИ =*)— Г(а—1у 2. 


Если положить #=0 и вместо р поставить Р, а вместо 
5 поставить 5, то мы будем иметь 


РЕ’ (1)+} (2), бут=Е' (2) -Р (а). 


Так как Р и 5 даны для всех абсцисс х, начиная 
от д=0 до т=а, то мы таким образом получим на 
этом протяжении и значения Ё’(5) и } (т); следова- 
тельно, мы будем иметь значения ри $ для любой 
абсциссы и любого времени, поскольку значения 


х + У ВЁ заключаются в пределах от 0 до а. 
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Но так как время { непрерывно растет, то вели- 


ЧИНЫ х-+ЕУ 2 И —У 2 скоро перешагнут эти 
пределы, и определение функций 


Е’ (&--ЕУ =), Г(а-у 2) 


будет зависеть от условий, которые должны иметь 
место на концах звучащей линии, в зависимости от 
того, будет ли флейта открытой или закрытой. 

12. Предположим с начала, что флейта открыта с обо- 
их концов, так что звучащая линия сообщается непос- 
редственно с наружным воздухом; тогда ясно, что ее 
упругость в этих двух точках может уравновеши- 
ваться только постоянным давлением атмосферы, вслед- 
ствие чего сгущение $ должно там всегда быть рав- 
ным нулю. Таким образом, в этом случае мы должны 
иметь $ =0 при х=0 и при т=а, каково бы ви было 
значение {, что приводит к необходимости выполне- 


ния двух условий: 
Е’ (в 81) —Р (У 81) =0, 
Е’ (а-- в вп) — (ау #1) =0, 


которые всегда должны иметь место при любом поло- 


жительном значении $. 
Итак, приняв за 2 какую угодно положительную 


величину, мы будем иметь вообще 
Е’ (а 2) =} (а—2), Р(—2)=Е’ (2). 


Следовательно, 1) покуда 2 меньше а, мы будем 
знать значения Ё’(а +2) и } (—2), так как они сво- 
дятся к значениям ](а—2) и Е’ (2), которые заданы. 

Подставим в этих формулах а+2 вместо 2: тогда 
они дадут 

Е’ (2а +2) =}Р(—3)=Е’ (2), 


Г (—а—2)=Е’(а+2) = (а—2). 


Следовательно, 2) пока 2 меньше а, мы будем 
знать и значения РЁ’ (2а-2) и ’(—а—2), так как 
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они сводятся к значениям РЁ’(2) и }(а—2), которые 
нам даны. 

В последних формулах вместо 2 снова поставим 
а-- 2; комбинируя их с первыми, ибо 2 может иметь 
любое значение, мы получим 


Е’ {За - 2) = Е’ (а-+ 2) =} (а—2), 
Г (—2а—2)=[(—2)=Е” (2). 


Следовательно, 9) пока 2 меньше а, мы знаем 
и значения Р’(3а-+2) и /(—2а—2), так как они 
сводятся к заданным значениям Е’ (2) и } (а—2). 

Точно так же, снова подставив а- 2 вместо 2, мы 
найдем 


Г’ бан =(—8)=Е’ (2), = 
 (—За—2) =Е' (а-+ ) =р(а—2). 


Отсюда мы получаем значения РЁ’(4а-2) и 
} (-—- За—2) для значений 2, меньших а, и так далее. 

Указанным путем мы получаем значения функций 
Е’ (Ф-ЕЕИ 21) и }(2—(]/ 2№), каково бы ни было 
время {, ислекшее с начала движения звучащей ли- 
нии; таким образом, мы узнаем для каждого мгнове- 
ния состояние этой линии, т. е. скорости р и сгу- 
щения $ каждой из ее частиц. 

Из приведенных выше формул ясно, что значения 
этих функций остаются неизменными, если к вели- 
чине И 2 прибавить 24а или 4а, ба,...; таким обра- 
зом, звучащая линия возвращается точно в первона- 
чальное состояние по истечевии каждого промежутка 
времени, определяемого с помощью уравнения 


[У 2 =2а; 
отсюда для указанного промежутка времеви полу- 
2а 
чается величина УЕ 
8 


Итак, продолжительность колебаний звучащей 
линии не зависит от первоначальных сотрясений, 
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а зависит исключительно от дливы 4 этой линии 
и от высоты й атмосферы. 

Если ускоряющую силу тяжести в положить рав- 
ной единице, следует в качестве единицы для изме- 
рения расстояний принять удвоенное расстояние, 
проходимое телом свободно за время, принятое в ка- 
честве единицы (отд. П, п. 2). Следовательно, если Й, 
что допустимо, принять в качествеединицы расстояний, 
то единицей времен будет то время, какое требуется 


Г 
для тяжелого тела, чтобы упасть с высоты 5; тогда 


время колебания звучащей ливии выразится через 24 
или, что то же самое, время одного колебания будет 


й 
относиться ко времени падения тела с высоты 5, 


как 2а к й. 

13. Если бы флейта была закрыта с обоих концов, 
то сгущения $ на концах могли бы иметь произволь- 
ные размеры, так как упругость частиц поддержи- 
валась бы сопротивлением перегородок; но по тем же 
соображениям скорости р были бы там равны нулю, 
что опять дало бы нам условия 


Е’ (У &) + Р (У 8%) =0, 
Е’ (ау Юй - Р(а-нУ 8) =0. 


Эти формулы сводятся к тем, которые мы иссле- 
довали выше, если только взять функцию, обозначен- 
ную через }, с противоположным знаком. Таким 
путем в данном случае получатся выводы, подобные 
предыдущим, и мы будем иметь такое же точно выраже- 
ние для продолжительности колебаний звучащей нити. 

Иначе обстояло бы дело, если бы флейта была 
закрыта на одном конце и открыта на другом. 

Тогда $ было бы всегда равно нулю в открытом 
конце, а р было бы равно нулю в закрытом. 

Так, если допустить, что флейта открыта там, где 
х=0, и закрыта, где х=а, то мы будем иметь 
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следующие условия: 
РУ —Р(—Ут=0, 
К’ (анг м) + а-/Ит=0, 


откуда с помощью анализа, аналогичного изложен- 
ному в пункте 12, мы получим следующие формулы: 


Ра = (а-я, Р-Р (а), 
Ра) = (8),  Г(-а-д=-р(а-я) 
Е’ (За з)=рР (а—?), Г(—2а—2)=-— Е’ (2), 

Е’ (4а + 3) =’ (2). 7 (—За— 2) =Р (а— 2), 


и так далее. 

Но пока 2 меньше а, функции ЁР’(2) и Р(а—2) 
заданы начальными условиями звучащей нити; сле- 
довательно, посредством их мы определим и осталь- 
ные функции 


Е’ (а+ 2), Е’ (2а-+2),..., Р(—2), Р(-а—а... 


и таким образом получим состояние нити по истече- 
нии любого времени &. 

Но из приведенных формул видно, что это состо- 
яние восстанавливается лишь по истечении промежутка 
времени, определенного уравнением 


г зв =4а; 


отсюда следует, что продолжительность колебаний 
в данном случае в два раза больше, чем у открытых 
флейт или у флейт, закрытых с обоих концов; это 
подтверждается и опытом с органными трубами, нося- 
щими название басов (опг4опз); если дуть в них 
через верхний конец, противоположный мундштуку, 
то они дают тон ва октаву ниже, чем если бы они 
были открыты. 

По поводу теории флейт см., между прочим, два 
первых тома Туринской академии, Парижские ме- 
муары за 1762 г. и Петербургские М№у1 Сот- 
тепбаг!1, т. ХУГ. 
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14. Рассмотрим теперь звучащую линию неопре- 
деленной длины, возбуждаемую на очень малом протя- 
жении; тогда мы имеем случай воздушных колебаний, 
вызванных звучащим телом. 

Допустим, что начальное возбуждение происходит 
лишь на участке от х=0 до х=а, где а— очень 
малая величина. Следовательно, начальные скорости 
и сгущения Р, 5 даны для всех абсцисс х, как поло- 
жительных, так и отрицательных; однако реальные 
значения они будут иметь только от х=0 до х=а; 
вне этих пределов они все будут равны нулю. 
Совершенно так же будет, следовательно, обстоять 
с функциями Р’(т) и р(%), ибо если положить &#=0, 
то мы будем иметь 


Р=Е' (2) +} (2), 5У=Е’ (1) —[ (3), 


и, значит, 


Е (2) =5(Р+5У#), Г®=-(Р-5У2). 


Отсюда следует, что если за 2 принять какую-нибудь 
положительную величину, меньшую а, то функции 
Е’ (2+: #1) и} (2—8) #*) будут иметь отличные 
от нуля значения, лишь когда х-- ИУ &й=2. Стало 
быть, по истечении любого времени Ё скорости р 
и сгущения $ будут равны нулю для всех точек звуча- 
щей линии, за исключением точек, соответствующих 


абсциссам х=з- РУ ЕЙ. 

Это объясняет, каким образом звук распростра- 
няется и каким образом на обоих концах звучащего 
тела и через равные промежутки времени образуются 
звучащие нити, равные по своей длине а первона- 
чальной нити. 

Скорость распространения этих нитей выражается 
коэффициентом У #; следовательно, она постоянна 
и не зависит от начального движения, что подтвер- 
ждается и опытом, так как всякий звук, сильный 
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или слабый, повидимому, распространяется почти 
с одной и той же скоростью. 

Что касается абсолютного значения этой скорости, 
то если, как в пункте 12, положить в =1 и й=1, то 
эта скорость тоже будет равна 1. Но единицей скоро- 
сти здесь является та скорость, какую тяжелое тело 
должно приобрести, падая с половины высоты й, при- 
нятой за единицу (отд. П, п. 2) Следовательно, скорость 


звука соответствует падению с высоты =. 

15. Если вместе с большинством физиков допу- 
стить, что воздух в 850 раз легче воды, а вода в 14 
раз легче ртути, то для отношения удельного веса 
воздуха к удельному весу ртути мы получим 41: 11 900. 
Если среднюю высоту барометра принять равной 28 
французским дюймам, то для высоты й столба воздуха 
однородной плотности, поддерживающего в равнове- 
сии столб ртути в барометре, это даст 333 200 дюй- 


мов или 27 766 = фута. Таким образом, скорость 


1 
звука соответствует высоте в 13883 = футов и, стало 


быть, равна 915 футам в секунду [2]. 

Опыт дает примерно 1088, что отличается от при- 
веденной выше величины приблизительно на одну 
шестую часть; но эта разница может быть при- 
писана только ненадежности результатов, полу- 
ченных путем опыта. По этому вопросу см. в особен- 
ности мемуар покойного Ламберта в мемуарах Берлин- 
ской академии за 1768 г. *) 

16. Если бы звучащая линия была с одной сто- 
роны ограничена неподвижным препятствием, то части- 
цы воздуха, соприкасающиеся с этим препятствием, 
не имели бы никакого движения; следовательно, если 
а —значение соответствующей ему абсциссы у, то ско- 


*) Лаплас выяснил вероятную причину указанного рас- 
хождения между данными вычисления и наблюдения. См. 
пятый том Мёсаплаче, с6]езе, кн. ХПИ, гл. Ш. (Прим. 
Бертрана.) 
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рость р должна равняться нулю, когда х=—=а, неза- 
висимо от времени 1, отсюда получается условие 


Е’ (а--ёУ ЕЁ) + (ау #1) =0. 
Но мы видели (п. 14), что функция /’(а—ЕЁ\/ 21) 
имеет действительное значение, пока 
а—& У = = 2, 
следовательно, так как 


Е’ (а-ёУ 21) = —[ (а Е), 


то и функция Р’(а -ЕУ 8 тоже будет иметь дейст- 
вительные значения, когда 


а-зу зв =2, 
т. е. когда 


[У #1 =а—2. 


Таким образом, функция Ё’(& -1И 2й) будет действи- 
тельной не только, когда 


х--ЕУ 2 =>, 
но еще и когда 


хНЕИ #1 =2а— 2; 


отсюда следует, что в данном случае и скорости р, 
а также сгущения $ будут отличны от нуля для 
абсцисс 


х=2а—2—И Ей. 


Таким образом, звучащая нить, пробежав рассто- 
яние а, как бы отражается препятствием, которое 
она встречает, и отскакивает от него с некоторой ско- 
ростью; этим очень естественно объясняется обыкно- 
венное эхо. 
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‚ Совершенно так же можно объяснить и сложное 
эхо, допустив, что звучащая линия с обеих сторон 
ограничена неподвижными препятствиями, последова- 
тельно отражающими звучащие нити и заставляющими 
их совершать непрерывные колебания. По данному 
вопросу можно посмотреть указанные выше (п. 13) 
труды, а также Мёто!тез 4е 1’Асадёпие 4е ВегИп за 
1759 и 1765 гг. 


Ч 


ДОПОЛНЕНИЯ 


И 


Г. 
В. ПЮИЗЕ. 


о сходимости РЯДОВ, РАСПОЛОЖЕННЫХ 

ПО СТЕПЕНЯМ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТА, КОТОРЫЕ 

ВСТРЕЧАЮТСЯ В ТЕОРИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
ДВИЖЕНИЯ. 


Обозначим через $ среднюю аномалию планеты, через и — 
эксцентрическую аномалию, через е — эксцентриситет орбиты, 
так что мы будем иметь уравнение 


ибезпи=6; 


можно поставиль вопрос, в каком случае переменная и и ко- 
нечные и непрерывные функции этой переменной могут быть 
разложены в сходящиеся ряды, расположенные по возрастаю- 
щим степеням е. 

Для того чтобы ответить на этот вопрос, прежде всего за- 
метим, что если $ рассматривать как вещественную постоян- 
ную, а е как вещественную или мнимую переменную, то 
трансцендентное уравнение 


и— езти=б 


определяет для каждого значения е бесчисленное множество 
значений и, из которых одно сводится к нулю при е=0 [31], 
между тем как все остальные становятся бесконечно больши- 
ми. Вообще говоря, значения и, соответствующие какому-либо 
значению е, между собою не равны, но для некоторых зна- 
чений е два значения и становятся равными между собою и, 
следовательно, одновременно удовлетворяют двум уравнениям: 


и—езти=б, 1—есози=0, 


из которых второе получено дифференцированием первого 
по и. Среди этих значений е имеется одно, модуль которого 


25* 
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является наименьшим; обозначим через а этот минимальный 
модуль, зависящий, между прочим, от постоянной 6. 

Если введем условие, чтобы модуль е оставался меньше а, 
а переменная и исчезала при е==0 [33], то и будет совершенно 
определенной функцией, которая для вещественных значе- 
ний е совпадет с эксцентрической аномалией движения пла- 
нет; кроме того, эта функция, а также конечные и непрерыв- 
ные функции ее смогут быть разложены в сходящиеся ряды, 
расположенные по возрастающим степеням е. 

Если принять указанные выше предложения, вытекающие 
из хорошо известных теорем *), то вопрос сведется к опреде- 
лению модуля а, или же, так как этот модуль зависит от 6,— 
к нахождению минимума значений а, соответствующих раз- 
личным значениям 6; это мы сейчас и сделаем, следуя по 
пути, намеченному Коши. 


Обозначим через = основание неперовых логарифмов, и 
пусть 


е— аз° У -1 


есть значение е, модуль которого равен @; это значение е, 


будучи соединено с подходящим значением и, удовлетворяет 
одновременно уравнениям 


и—ечпиг—=б, 1—есози=0. 


Продифференцировав первое из этих уравнений по 6, мы 
получим 


ди де 
1 <есози) — — чпи — =-=1 
или же, приняв во внимание второе уравнение, просто 
пи де 1 де 1 е 
4 °’ 4& эти  и-6`’ 
Но уравнение 
е—= аз“ И —1 


дает нам 
ае _ «У —1 аа «У -14а“ /— 
а 5 а ($ 42 и — 1, 
и следовательно, 
1 4_1 аа 4 у—1—9108а 44 „— 


24 а 14 
*) См. различные мемуары Коши, Сотрёез тгепдиз ае 


|`Асадёие 4ез БЗеепсез, т. Х, и Ехегс1сез ае ры з1ае па 6- 
пайаие, т. Г. 
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де е 
Подставляя вместо а его значение и ‚ МЫ получим 


1 _ 41054, 44 


—_ 
АНУ —1 
$ 


пи-б 4 а 


Теперь предположим, что постоянная 6 имеет такое зна- 
чение, при котором а принимает свое минимальное значение; 
тогда мы имеем 

4105 а _ 0 
а *' 


и предыдущее уравнение показывает, что в этом случае вещест- 
венная часть — 


1—8 будет равна нулю; то же самое, следо- 


вательно, будет и с вещественной частью и—*; поэтому можно 
положить 
и— 5 = 6 У —1, 
где о — вещественная величина, или же 
Внесем это выражение и в соотношение 
(и— 5) сози=зши, 
получающееся при исключении е из двух уравнений 
ие пи=б, 1—есози=0; 
тогда оно превратится в следующее: 
РИ — 1[с03$ (2 И —1) - заб ($ У —1)]= 
— т $ с08 (р У — 1) + созб эт (в У —1), 
или 
созб [р У —1603 (› У —1) -зш (У — 1)] = 
=зтб [с03 (о ИУ +ьвУ — 11 (6 У —4)1, 
или же 
д "В 58 — 


—— р 5 5 2 Р 
ЕЙ 


2 
РР з-Р и 
== 911 о]. 
° 5 Уи 
Каждая часть этого последнего уравнения должна быть 
отдельно равна нулю, следовательно, можно ПОЛОЖИТЬ либо 
вР--з-Р Рё @ Рё Р 5Р— в 


но 80 
2 о о, 5 га 
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либо же 


056 =0, 


либо, наконец, 
зб = 0, 0. 


Первое решение должно быть отброшено, так как из него 
можно было бы вывести 


Ру з-Р ие") и 5 — —') 
——ы= = —____—_—_—_—_—_ —— > д — 0 
( 2 оз ВЫ вин 


или же 

(рев) =0, 
но последнее уравнение невозможно, так как ф является ве- 
щественной величиной. Второе решение дает нам 6 == *), 


и уравнение для р может быть написано в ‚следующем виде: 


а 
11.5 11.:2.3.4 в 2.3 '“ .)=0 
ИЛИ 
о а 
т. 211. 2.8.8 #1. 2. 8.4.5.6 №1 


мы видим, что вещественная и положительная величина 0? 
имеет только одно значение; определив его © помощью по- 
следовательных испытаний и извлекши квадратный корень, 
мы получим 

о=- 1,41996785... 


Затем мы имесм 
езпи=и—б=р У —1, есози =1, 
откуда, сложив квадраты, получим 
6? =1— 02, 
и следовательно, 
е= + У1-Р=+Уй-=1У —1= + 0,6627432...У —4. 


Для того чтобы определить, является ли модуль 0,6627432 ... 
величины е максимумом или минимумом, следует выяснить, 


*) Если предположить, а это допустимо, что значение 6 
заключено между 0 и т. 
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42 105 а . 
будет ли величина ы отрицательной или положитель- 


45? 


ной, если для а примем указанное выше значение. Уравнение 


4105 а 1 44. /— 
= -ие-И 1 
дает нам 
4? 105 а 1 ди 4% /—- 
д оо!) 1 


Но из уравнения 


мы получаем 


, Ди е сози е сози 1 
е 1 И; = 608 р а що 
> е шп и ез1п и и—б ’ 
Ди 1 4 


— = ыы ——ы—ы—ые—_ — — 


Отсюда следует 
42108 а ИВ Уд 
422 _ (и— 5) 4527 — 


или, если вместо и — 6 подставить р У -—1: 


4°10оха 0—1 4, — 
па - м 4!" 


Но если левая часть уравнения вещественна, то и правая 
должна быть таковой; поэтому мы имеем 
424 
2520 
э 
и, следовательно, 
а3]0та 0—1 
452 — 04 у 


Так как число о превышает единицу, то отсюда ясно, что 
4? 10° а 
(>) 


5? 


образом значение 0,662... величины а, соответствующее зна- 


является положительной величиной и что таким 


у" 
чению => ‚ является минимумом. 


Третье решение дало бы нам 


пб =0, $5=0 или к; 
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одновременно мы имели бы 
е--е? ее? 


р) 5 =9 
ИЛИ ре 
22 р 
+... 0; 
1.2.3 11.0.3.4.5 * 
следовательно, 
о=0, е= Е 1. 


Отсюда получилось бы а=1, но это значение а может быть 


% 
только максимумом, так как для 6 = 5-4 является минимумом, 


и" 
а между &=0и => не существует максимума, как его 


г 
не существует между & = из =т. 


Найденное выше число 0,6627432... является, таким обра- 
зом, единственным минимумом а, и этот минимум соответ- 


т 
ствует значению ‘== . Следовательно, ряды, которыми поль- 


зуются в теории эллиптического движения, являются всегда 
сходящимися, если эксцентриситет е меньше 0,6627432...; в тех 
случаях, когда эксцентриситет превышает указанный предел, 
ряды перестают быть сходящимися, если средняя аномалия 
равна 90°. Но если средняя аномалия отлична от 90°, то эти 
рады остаются сходящимися до значений е, превышающих 
0,6627432 ... и тем более приближающихся к единице, чем 
больше средняя аномалия приближается к нулю или к 180° [33]. 


П. 
Ж. ^. СЕРРЭ. 


О ЧАСТНОМ РЕШЕНИИ, ДОПУСКАЕМОМ ЗАДАЧЕЙ 
О ДВИЖЕНИИ ТЕЛА, ПРИТЯГИВАЕМОГО К ДВУМ 
НЕПОДВИЖНЫМ ЦЕНТРАМ СИЛАМИ, ОБРАТНО 

ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМИ КВАДРАТАМ РАССТОЯНИЙ. 


В главе ПП отдела УП *) Лагранж отметил, что в задаче 
о движении тела, притягиваемого к двум неподвижным центрам 
силами, обратно пропорциональными квадратам расстояний, 
траекторией движущегося тела может быть эллипе или_гипер- 


*) См. стр. 128 настоящего тома. 
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бола, имеющие фокусами два неподвижных центра. То же са- 
мое может также иметь место, если прибавить еще третий 
неподвижный центр, расположенный посредине прямой, соеди- 
няющей два первых центра, действие которого пропорцио- 
нальн› первой степени расстояния. Как мы уже отметили 
раньше, рассуждение, примененное Лагранжем для обоснова- 
ния этого положения, оставляет кое-чего желать; в настоящей 
статье мы ставим себе целью дать строгое доказательство 
указанного предложения. 

Сохраним все обозначения автора; таким‘ обрезом, рас- 
стояние между первыми двумя неподвижными центрами 
будет №; за координаты движущегося тела примем расстояния 
ги дот этих двух центров и угол 9, образуемый проекцией 
г на плоскость, перпендикулярную к й, с неподвижной прямой, 
расположенной в той же плоскости; наконец, положим 
г+-4=$ И г-ч=и. Сила, пропорциональная расстоянию 
и направленная к третьему неподвижному центру, о котором 
мы упомянули выше, может быть разложена на две другие 
силы, направленные по радиусам г и 4 и соответственно 
пропорциональные этим радиусам; таким образом, тело будет 
приводиться в движение только двумя силами: 


4? 
где « В, | обозначают заданные постоянные величины. 


Если через В, С, Н обозначить постоянные, введенные пер- 
выми тремя интегрированиями, и для краткости положить 


Та т^) 4 
© = „$ +(н+ р $1 + 
+ («+ В) $3 + С5* — 1? (а-- В) $ — НА“ - В?>, 
4 4 
+2- Эш сш № (-Эи-Ны- Въ 


— + 2, + 2\4, 


то задача сведется к следующим уравнениям с разделенными 
переменными: 


45 _ 4и 0 | 
У5 У | 
ВИ? 45 р 
а: = - - ВР аи ` (4) 
(5—1) Уб (и!-№)Уб | 
а 52 45 и? аи 
О 4У5 40 | 
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первые два уравнения принадлежат траектории, а третье 
определяет элемент времени Постоянные В, С, Н могут быть 
определены, если задать положение тела и его скорость 
в начале движения. Допустим, что это определение уже 
выполнено; если через го, 5$°., Фи обозначить начальные зна- 
чения г, $, $, то интегральные уравнения настоящей задачи 
примут следующий вид: 


(2) 


В общем случае интегралы, содержащиеся в уравнениях 
(2), являются абелевыми функциями, но в случае 1=0 они 
сводятся к простым эллиптическим функциям. Как видим, 
вообще говоря, координаты $ и и зависят одна от другой, 
иными словами, обе эти величины являются переменными. 
Тем не менее можно добиться того, чтобы траектория движу- 
щегося гела была эллипсом или гиперболой, имеющими фоку- 
сами и центром три неподвижных центра; это мы сейчас и дока- 
жем. 

Первое из уравнений (1), в которых В, С, Н имеют опре- 
деленные значения, допускает, помимо своего общего инте- 
грала, еще частное решение 


50 =0, 


так что последнее может быть удовлетворено, если для 5 
взять один из корней уравнения 5 =0 или для и—один из 
корней уравнения И=0. Однако для того, чтобы это частное 
решение могло подойти к нашей задаче, прежде всего началь- 
ное значение 5, или 0, величин или 0 должно быть равно 


нулю; мы должны, следовательно, иметь 


45 ди 
п), =0 или и). =9, 


где индекс 0 указывает, что вместо $ пли и следует подета- 
ВИТЬ 55 ИЛИ Ш). 

Однако это условие, будучи необходимым, не является 
достаточным; в самом деле, частное решение может ответить 
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на вопрос нашей задачи только в том случае, когда общее 
решение, указанное уравнениями (2), не достигает этой цели; 
последнее же может иметь место только в том случае, когда 
входящие в его состав определенные интегралы принимают 
бесконечно большие значения. Но для того, чтобы интегралы 


$ $ $ 
\ 4$ = \ 45 

У’ ЗУх’ 4 (-№уб5’ 
$0 50 $0 


элемент которых, согласно допущению, для $==$5 бесконечно 
велик, сами приняли бесконечно большие значения, поли- 
ном 5, очевидно, должен содержать множитель $ — $, по мень- 
шей мере во второй степени; другими словами, необходимо, 
чтобы уравнение 5 =0 имело по крайней мере два корня, 
равных $. 

Таким образом, одним из уравнений траектории будет 


$5=50 ИЛИ И=и,, 


если у нас имеется 


ИЛИ 


аи /о 


Отсюда, как это сделал Лагранж, можно придти к выводу, 
что то же самое коническое сечение, которое может быть 
описано под действием силы, направленной к одному из фоку- 
сов и действующей обратно пропорционально квадрату рас- 
сгояний или направленной к центру и действующей прямо 
пропорционально расстоянию, может быть также описано 
под действием трех подобных сил, направленных к двум 
фокусам и к центру. 


1. 
ГАСТОН ДАРБУ. 
ПО ТОМУ ЖЕ ВОПРОСУ. 


Затруднение, на которое указывает Серрэ, можно разре- 
шить, если стать на иную точку зрения, что мы сейчас же 
и покажем. 

Рассмотрим в общем виде движения, происходящие на 
какой-либо поверхности, которую будем считать отнесенной 
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к изотермической системе координат. Пусть 
45? = 4 (44? - ав?) (1) 


представляет собою выражение линейного элемента и пусть 
О — силовая функция, выраженная в функции а и В. Уравне- 
ние живых сил будет иметь следующий вид: 


А (а В’) =20 +94, (2) 


где «’и В’ обозначают производные от & и В по времени. 
Дифференциальные уравнения движения, полученные по 
методу Лагранжа, будут таковы: 


4. дАа?4 8 00 

а = да а. , о 
4. дв’) = 271 В 90 

а 8) = ов Таз. 


Если сумму а&?--В’2 заменить ее значением, найденным 
из уравнения живых сил, то уравнения примут следующий 
вид: 

а , д 
Рак = 9; В+»), | м 
а д 
—_ (18” = 
А др 0) = в +) 


Допустим, как это имеет место во всех тех случаях, 


в которых мы умеем выполнить интегрирование, что произ- 
ведение 


АИ №) 
имеет следующий вид: 


А(9-+№)=Е (+) —Е, (В). (5) 
Тогда уравнения (&) могут быть написаны следующим образом: 


й = (12) = + Е’ (а), 
р (6) 
А; (28) = - Е! 8). 


Если первое из этих уравнений умножить на «’, а второе 
на В’, то в обоих уравнениях обе части станут полными диф- 
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ференциалами, и мы получим после интегрирования 


Е - С, 
дав | (2) 
5 =С- 28) 


где С — постоянная, которая, согласно уравнению живых сил, 
должна быть в обоих случаях одинаковой. Отсюда получаются 
следующие соотношения: 


8 ] 
УРО-б Уб-Е®. , 
5—7 | 


УЕО-С УС-ЕО’) 


которые дают возможность одновременно установить траекторию 
и характер движения по ней. 

В рабематриваемом общем случае встречается еще то за- 
труднение, которое было исследовано Серрэ. Приведенные 
выше уравнения, несомненно, допускают решение, определен- 
ное с помощью двух уравнений: 


44=0, Р(а)=С, У24= В 


Ус-Р,®’ 


и тогда возникает вопрос, подходит ли это решение к рас- 
сматриваемой задаче механики. Наиболее правильным ответом 
представляется нам следующий. 

Для того чтобы выяснить, подходит ли какое-либо реше- 
ние к механической задаче, повидимому, достаточно исследо- 
вать, удовлетворяет ли это решение дифференциальным урав- 
нениям движения, в данном случае — уравнениям (6). Решение, 
определяемое системой (9), без всякого сомнения, удовлетво- 
ряет уравнениям (7). Следовательно, если бы системы (6) и (7) 
были вполне эквивалентными, можно было бы утверждать, 
что формулы (9) дают решение поставленной задачи. 

Но система дифференциальных уравнений движения и си- 
стема первых интегралов (7) не вполие эквивалентны. Для 
того чтобы получить интегралы (7), надо было уравнения (6) 
умножить соответственно на а’ и В’. Таким путем можно 


было внести посторонние рещения, удовлетворяющие одному 
из уравнений 


(9) 


а’ —=0, В’=0. 


Всякое решение первого уравнения (7), для которого а не 
является постоянной величиной, конечно, удовлетворяет и пер- 


вому уравнению (6), которое получается из него путем диф- 
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ференцирования и отбрасывания множителя 44; ното рещение 
первого уравнения (7), для которого а является постоянной 
величиной, определяемой условием 


Е ()=С, 


является единственным, по поводу которого ничего нельзя 
утверждать. 

В самом деле, если допустить, что в первом уравнении (6) 
а« представляет собою постоянную величину, то мы получим 
условное уравнение 


Е’ (*) =0, 


которое, вообще говоря, несовместимо со вторым из уравне- 
ний (9). Таким образом, решение рассматриваемой механиче- 
ской задачи, соответствующее постоянному значению «, можно 
получить только в том случае, если это значение удовлетворяет 
уравнению 

Е’ (4) =0. 


Соответствующее значение постоянной С будет тогда рав- 
но РЁ (а). 
Предположим, что мы имеем одновременно 


1=] (а) — 1, (В), 
АП = $ {а) — 9, (В). 


Тогда мы можем принять 


Е (в) = 3 (@) + 1 (2), 
Е: (В) == 9: (В) + АУ; (3). 


Следовательно, всегда существует какое-нибудь такое взначе- 
ние й, что уравнение ` 


№ (д=е(®-+ы (а=0 


допускает в качестве корня любое значение а (за исключением, 
конечно, корней } (<)). Таким образом, существует одно реше- 
ние рассматриваемой задачи, при котором траектория является 
одной из координатных кривых (за исключением тех, параметр 
которых обращает в нуль величину }” (<) или }: (В)). 

Если эти общие положения применить к задаче Лагранжа, 
то мы установим, что все наши допущения подтверждаются. 
Достаточно отнести плоскость к изотермической системе, обра- 
зованной эллипсами и гиперболами, фокусами которых явля- 
ются обе точки, притягивающие обратно пропорционально квад- 
рату расстояния. Если г и г’ обозначают расстояния какой- 
либо точки от этих двух фокусов, то мы положим 


НР =2, ГГ, = 29. 
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Живая сила выразится следующим образом: 


72 у72 
(12 — у?) (а — = + а — я) . 


Силовая функция в данном случае равна, 


__4 С 2-4 у? 
+В + 2). 
Для применения общих формул следует принять 
[ит 4у 
=, а, 
ы ИУз- 2 В У с — у? 


1 (а) = в, Д (В) =у?, 
с (а) =(А+С)ь-+ В, 9 (в) =(А-С)У+ Вм^. 


Следовательно, гомофокальные эллипсы и гиперболы могут 
быть траекториями движущегося тела, за исключением тех из 
них, которые удовлетворяют одному из уравнений 


ц=9, у = 0, 


получающихся путем дифференцирования }(+) и-]. (В). 

Первое пз этих уравнений не может иметь места, так как 
и больше с. Второе уравнение дает нам такой вид гиперболы, 
который сводится к нефокальной оси. Действительно, ясно, 
что эта ось не может быть описана материальной точкой, 


когда притяжения, исходящие из обоих фокусов, не равны 
между собою. 


ГУ. 
ОССИАН БОННЭ. 
ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ МЕХАНИКИ. 


На стр. 129 настоящего тома Лагранж показал, что кони- 
ческое сечение, которое может быть описано под влиянием 
силы, действующей в направлении одного из фокусов обратно 
пропорционально квадрату расстояния или действующей по 
направлению к центру прямо пропорционально расстоянию, 
может быть при некоторых определенных условиях описано 
также под действием трех аналогичных сил, направленных 
к двум фокусам и к центру; это, говорит Лагранж, весьма 
замечательно. 

Позднее Лежандр в своем «Тгаи6 4ез гопсЙопз е]ПрИдиез» 
пришел к аналогичному, но более ясно выраженному выводу; 
действительно, на стр. 426 | тома этого труда мы читаем: 
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«Пусть А — вершина эллипса, фокусами которого служат 
точки Е и С; пусть Г’ — скорость в А, необходимая для того, 
чтобы этот эллиис был описан под действием силы А, прило- 
женной к фокусу Е; пусть точно так же Г” — скорость в А, не- 
обходимая для того, чтобы эллипе был описан под действием 
силы В, приложенной к другому фокусу С; если обе эти силы 
действуют одновременно на движущееся тело, и начальная ско- 
рость У такова, что У2=7'?--У”?, то оно будет описывать 
ту же самую кривую». 

Эти выводы представляют собою лишь следствия общей 
теоремы, которую можно выразить следующим образом: 

Теорема. Если несколько масс т, т’, т’,..., под- 
верженных соответственно действию сил Р, Е’, Е",... и ВЫ- 
ходящих из точки 4 со скоростями %%, 1, %,..., имеющими 
различные величины, но одинаковое направление, описывают 
одну и ту же кривую АСВ, то некоторая масса М, подвержен- 
ная действию равнодействующей сил РЕ, РЁ’; Е”,... и выходя- 
щая из точки А со скоростью Т., имеющей то же самое на- 
правление, что и скорости %%, 9%, %,..., будет также описывать 
кривую АСВ, если только силы РЁ, Е’Е”,... не зависят от 
времени и начальная живая сила МУ? массы М равна сумме 


то тт? + т”... 


начальных живых сил масс т, т’, т”,... 

Доказательство. Для краткости назовем частНыми 
движениями те движения, которые вызываются силами 
К, Е’, Е”,..., когда они Действуют порознь, и сложным — то 
движение, которое вызывается равнодействующей этих сил. 

Если тело М не описывает кривой АСВ при сложном дви- 
жении, его можно заставить описывать эту кривую, прибавив 
к равнодействующей сил ЕЁ, Е’, Е”,... некоторую соответ- 
ственным образом выбранную нормальную силу, и тогда мы 
будем иметь известные уравнения 


а? 

М 1в =Х+Х'+ "+... +Мооза= У Х+ М 005а, 
42 

М т =У-+У’+У”+ ... +Мо0зВ= У У+М 003 В, 
4272 


М-ж=2+2' +2” +... +Мосозт= У 2+ Моозт, 


где х, у, 2 выражают координаты движущегося тела к концу 
времени &, (Х, У, 2), (Х’, У’, 2’), (Х”, Г”, 2^),... предетавляют 
собою соответственно составляющие сил РЁ, Е’, Е”,..., взятые 
параллельно осям, М — интенсивность нормально направленной 
силы и а, В, 1-— углы, образуемые направлением этой силы 
с положительными частями осей координат. 
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Если первое из этих уравнений умножить на 24%, второе 
на 24у, третьз на 245 и затем сложить, то мы получим 


аМУ? = 242 У, Х + 24у УУ+ 24: У 2, 


где У представляет скорость движущегося тела в точке х, у, 5; 
но следует отметить, что так как У, 9’, 9”,... являются ско- 
ростями масс т, т’, т”,..., когда они при своих частных 
движениях проходят через ту же точку, то мы имеем 


4тл? =2 (Х 4х-+ У4ау+ 742), 
4т’о'2 =2 (Х’ах- У’ау+ 7’ а?), 
ат” 5”? =2 (Х”ах- У” ау+ 2"4?3), 


Следовательно, мы имеем также 
АаМУ? = ату?--дт’5’ + ат”5” +... = У, 4тл? = 4 У, т?, 
а отсюда путем интегрирования получаем 


МУ?*=С + У, тля 
или просто 
МУ? = У, ту”, 


приняв во внимание, что, согласно допущению, это равенство 
имеет место в исходной точке. 

Из приведенного уже видно, что для всех положений, 
как и для начального, живая сила массы М при рассматри- 
ваемом .нами движении равна сумме живых сил масс 
т, т’, т’,... при их частных движениях. 

Теперь легко доказать, что сила № равна нулю и, следо- 
вательно, что тело М при сложном движении движется по 
кривой АСВ. Действительно, эта сила равна и противоположно 
направлена равнодействующей центробежной силы и нормаль- 
ных составляющих сил РЁ, ЕЁ’, Е”,...; но центробежная сила, 
направленная обратно радиусу кривизны, — если этот радиус 
кривизны обозначить через 2, — равна 


МУ? 


ф 
или на основании того, что мы доказали выше, 


т? т’?! т”? 
-__— 
р р 
сверх того, нормальные составляющие силы РЁ, Е’, Ё”, ... 


+...;. 


т 
соответственно равны и направлены противоположно ® , 
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т’?  т’о’? 
рр’. 
ных движениях описывают кривую АВС; таким образом, между 
центробежной силой и пормальными составляющими внешних 
сил существует равновесие; стало быть, сила М равна нулю. 
При вышеизложенном рассуждении мы допустили, что 
движущаяся точка совершенно свободна; если бы она была 
вынуждена оставаться на поверхности, то теорема все же 
была бы верна, так как путем введения силы, направленной 
нормально к поверхности, этот последний случай может быть 
сведен к случаю свободной точки. 


., Так как массы т, т’, т” при своих част- 


У. 
К. БЕРТРАН. 


О КРАТЧАЙШЕМ РАССТОЯНИИ МЕЖДУ ДВУМЯ ТОЧКАМИ 
ПОВЕРХ НОСТИ. 


Лагранж доказывает (стр. 257), что когда материальная 
точка движется по неподвижной поверхности и, находясь 
только под влиянием начальной скорости, не подвержена дей- 
ствию какой-либо силы, то скорость ее постоянна и описывае- 
мая ею линия является кратчайшей из тех, какие можно провести 
между двумя ее точками. Для доказательства этого положения 
знаменитый автор ограничивается обоснованием утверждения, 


что вариация дуги | аз равна нулю и что, следовательно, 


в данном случае существует максимум или минимум; но так 
как, говорит он, максимум здесь невозможен, то имеет место 
минимум. Подобный путе рассуждения недопустим; в самом 
деле, известно, что интеграл, вариация которого равна нулю, 
может в то же время не быть ни максимумом, ни миниму- 
мом; тем не менее в рассматриваемом частном случае утвер- 
ждение Лагранжа правильно, как это можно доказать в не- 
скольких словах. 

Дифференциальное уравнение, выражающее, что вариация 


интеграла | 43 равна нулю, как известно, доказывает, что 


соприкасающаяся плоскость кривой в каждой точке нормальна 
к поверхности. Но если допустить, что оба конпа рассматри- 
ваемой дуги находятся бесконечно близко друг к другу, то 
кратчайшей из всех дуг, которые могут соединить эти точки 
на поверхности, — дугой, наименее отличающейся от хорды, — 
будет, очевидно, та дуга, кривизна которой является наимень- 
шей, т. е. радиус кривизны которой является наибольшим. 
Но дуги, соединяющие две бесконечно близкие точки поверх- 
ности, можно рассматривать как имеющие одну и ту же каса- 
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тельную и, следовательно, согласно хорошо известной теореме 
Менье (Меизп1ег), та дуга, соприкасающаяся плоскость кото- 
рой нормальна к поверхности, имеет наибольший радиус кри- 
визны и, следовательно, является кратчайшей. 

Высказанное Лагранжем положение, как мы это только 
что видели, правильно для любой бесконечно малой дуги; 
но оно перестает быть правильным, если рассмотреть дугу 
конечной величины. По этому вопросу существует любопыт- 
ная теорема, высказанная без доказательства Якоби, которая 
дает общий способ определения для каждой линии, проведен- 
ной на поверхности и удовлетворяющей условиям минимума, — 
пределов, в которых она действительно является кратчайшей. 

Пусть АММ’ -— подобная линия: будем двигаться по этой 
линии, начиная с точки А, рассматриваемой в качестве непо- 
двиэкного предела, и перемещаясь по напразлению к следующим 
точкам кризой. Если одну из этих точек принять за второй 
предел, может случиться, что между этой точкой и первой 
проходит другая кризая, для которой аналитическсе услозие 
минимума равным образом выполняется; так вот рассматри- 
ваемая линия перестанет быть минимумом между точкой А 
и вторым рассматриваемым концом в некоторой точке, для 
которой эта вторая линия сливается с первой. 

Приведенная теорема не была доказана геометрами, ком- 
ментировавшими знаменитое письмо, в котором она была 
высказана *). Считаем полезным вкратце указать, каким обра- 
зом эта ‘теорема вытекает из анализа Якоби. 

Рассматриваемый интеграл в общем случае имеет сле- 
дующий вид: 


\ 1(®, у, у) а, 
а вариация может быть представлена в виде 
\ Убу дх, 


где У функция, которая, будучи приравнена нулю, дает 
уравнение, подлежащее интегрированию для разрешения рас- 
сматриваемой задачи. 
Для того чтобы эта функция была минимумом, непбхо- 
2 


димо, чтобы функция оставалась все время положитель- 


ду"? 
ной в пределах интегрирования. Но это условие не может 
не быть выполнено, каковы бы ни были эти пределы, так как 
мы видели, что между любыми двумя пределами всегда 


*) СгеПе’з Допгпа|, т. ХУШ; Фоигпа! де ТлоцуШе, серия 1, 
6. Ш. 


26* 


404 А. БРАВЭ 


имеется минимум, если они достаточно сближены. Сверх того, 
согласно анализу Якоби, если через у обозначить выражение, 
полученное из уравнения 

7 =0 


и заключающее в себе две произвольные постоянные а и БВ, 
то мы должны иметь возможность определить две такие постоян- 
ные величины а и В, что если положить 


то выражение 
07} + 1 02; . 
дуду’ и ду’? ах 
не становится бесконечно большим между пределами интегри- 
рования, или — что, вообще говоря, то же самое, — опреде- 


лить их таким образом, что и не сможет стать равным нулю. 
между теми же пределами. На основании сказанного ясно, 


что для каждого значения — ‚ — если случится, что выраже- 
& 


ние и обращается в нуль в двух точках минимальной линии, 
получающейся с помощью вариационного исчисления, в про- 
межутке между указанными двумя крайними точками, — можно 
утверждать, что данный интеграл является минимумом. Но 
я утверждаю, что они действительно будут обладать свойством, 
указанным Якоби, т. е. что от одной до другой можно будет 
провести две бесконечно близкие линии, одинаково выража- 
ющие свойство минимума. В самом деле, заметим, что выра- 
жение 


ду, вду 
ба ТВ 
есть общий интеграл линейного уравнения 
67 =0, 


в котором бу рассматривается в качестве неизвестной величины 
(см. мемуар Якоби). Следовательно, если у приписать значение 


у-и, 


где аи В, что всегда допустимо, выбраны таким образом, что и 
бесконечно мало, то выражение ТУ обращается в нуль, так как 
значение у становится равным нулю согласно допущению, 
а бесконечно малое приращение и обращает ее вариацию в нуль. 

Таким образом, мы будем иметь две бесконечно близкие 
линии, соединяющие те же две точки, для которых выполняется 
условие 

Г=0, 


т. е. в одинаковой мере удовлетворяющие условиям минимума. 
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Раньше чем закончить настоящую статью, заметим, что 
упомянутый выше мемуар Якоби содержит еще другую весьма 
интересную теорему. 

Если обе кривизны поверхности в каэкдой точке протизо- 
полоэжны друг другу, то линия, удовлетворяющая аналитиче- 
ским условиям минимума, действительно всвгда является 
кратчайщей. 

Мы ограничимся тем, что обратим внимание геометров 
на эту теорему; более подробное исследование геометрической 
проблемы, составившей предмет настоящей статьи, выходит 
за пределы последней. 


УГ. 
А. БРАВО. 


ПО ПОВОДУ ОДНОЙ ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА, 
ОТНОСЯЩЕЙСЯ К ДВИЖЕНИЮ МАЯТНИКА. 


Так как мое издание «Аналитической механики» (Париж, 
1815) содержит много типографских ошибок, я повторяю вы- 
кладки Лагранжа на стр. 197 тома П *). 

Лагранж желает вычислить угол вращения $ маятника 
вокруг вертикальной линии; он пишет, что если а и В являются 
максимальной и минимальной амплитудами, $ — переменной 
во времени амплитудой и с— вспомогательным углом, задан- 
ным формулой 

с08 ф = с0$ 9 311? с -|- с0$ В с03? с, 


то мы имеем 


др И ета В 4 ИзхзтазтВ = 4 
У соза - созВ (4 + соз 4) У У соза- со В (1 — с0$ 4) х 
Сверх того, мы имеем 


—_ с03 а + с08 В , 
2-4 с03 < с05 В + с032 а -{+ с032 В ° 


У!= у! -х (с0$ В. — с05 а) ©03'2с . 


Речь идет о том, чтобы произвести интегрирование от в=0 


% 


$ : 
до =, или, что то же самое, от ф=а до ф=В, принимая 


при этом во внимание члены второго порядка относительно 
а, В и пренебрегая членами четвертого порядка. Вычисление 


*) Стр. 214 настоящего тома. 
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первого из двух членов, которые составляют значение 4$, 
не вызываст никаких затруднений; можно положить 
1 
=, У =1, 1+ 608ф=2, 
У соза-+ с03В=2, з1пазш В =а8; 


тогда для этого первого члена мы найдем 
1 
1; 8 45, 
а путем интегрирования 
п ав 
24° 


Вычисление второго члена более сложно, так как знаме- 
натель его содержит мпожитель 1 — с0$ $, который сам является 
величиной второго порядка. 

Положим вместе с Лагранжем 


с05? В — с052 а 


ЫДд— 21, 
2-4 0$ @ с03 В -{ 032 < - с052 В т 
со; В —с08 а — зп 2: 
2 — с03 В — 08 & 
тогда мы будем иметь 
ОО 
1 —с0$ф (2— соза— с03 В) с052 у (1-Е у — 2% у с03 25), 
1 
(1 — со $) № _ 
2 


= (2 — соя = 6038) 605 у 6057 (А” + В” с0$ 2в-- С” соз 45), 


или проще, если уничтожить члены с 0326, с034‹, которые 
при интегрировании должны исчезнуть, 


1 — 2А” _ 
(1— соз ф)»Х (2-608&- с08 В) со? усозу — 
— 2 (А-В еУ-С Ш У-...) 
^ (2-— с08 & — с03 В) 033 у с03 1 (1 — &02 у) ° 
В этой формуле мы имеем 
А+ иает.. ., 
В = —1-—. ..) 
Зе 
б=у +. ..у 


благодаря чему член, подлежащий вычислению, принимает 
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следующий вид: 
2 Узштаза В 45 
у? 4 с0$ 9 с<озВ-+ 6082 & - с03? В 


1 3 
(1+4 РТ МУН МУ...) 


х (2 — с0$ а — с0$ В) с0$ 1 6052 у (1 — 122 у) 


т 
Если произвести интегрирование от с=0 до с=5 › то этот 


член окажется равным _ 
таз В Жи? 1 1 х 
2 — с03 а — 605 Ву/2- 4 соза с03 В + с032 а + с032 В 608 1 603 2у 
1 3. 

х (1+3 РУ-ТВ 81° > .. .) . 
Если пренебречь величинами четвертого порядка относитель- 
но а, В*), то первый множитель получит следующее значение: 

2%В [ 1 а4 -|- В | 42 В? 

эт | 1 Че | 

второй множитель будет равен 


) 


® 


т [1+6 +55]; 


третий множитель будет равен 


*) Метод, которым пользуется Бравэ, является далеко не 
простейщим; он дает основание предположить, что выражение, 
подлежащее вычислению, не может быть разложено по целым 


степеням а и В. Было бы лучше воспользоваться формулой 
па з1т В — сов ® оз В 
(2 — с0з 4 — с0$ В) с0з 2% 2 2’ 


которая легко выводится из значения зщ 2у и дает возмож- 
ность привести это выражение к следующему виду: 


а В 
в У 2 с0з -5. 608 


У 2+4 с03ас03 В 05 &-+ с03 В 
Указанным путем мы получим 


>. [1+6 +89) | (1 — ту), 


что приводит нас к выводу, полученному Бравэ. (Прим. Дарбу.) 


(1 — штуу-...). 
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четвертый множитель будет равен 
2 -|- 82 [1- (а? — В2)? | , 
2аВ 24 (аа 3?) |’ 
пятый множитель будет равен 
7 _ 92 — В? И“, _ (&— В) 
16 1 с0$ 2 16 
Произведение всех множителей будет, следовательно, равно 


п ав 
 (а+-е), 
2 (1+5) 
к аВ 
а егли к нему прибавить = уж ‚ ТО МЫ получим 


т За В 
Ф- 5 (1+3 


где Ф представляет собою разность значений переменной 5 
между пределами ф=а и +ф=В. Лагранж нашел 


п 248, 
зач, 


его ощибка проистекает от того, что во втором члене 4$, 
в знаменателе, он вместо 1—4152у по недосмотру написал 


1 62? у; из-за этой ошибки исчезает множитель , 
с0$ 2у 


а в результате этого упущения в значение Ф вводится множи- 
я зп а 51 В 
а? -- В?’ 2 — с03 9 — с0$ В * 
тельно, что Лагранж не заметил подобной ошибки, ибо формула 
Ф па В 
а 62 ) 
как это указал сам. Лагранж, дает для орбиты движущейся 
точки линию с фестонами, в которой отношение угловой 
амплитуды 2Ф фестона к полуокружности может изменяться 
любым образом между 0 и 1; но достаточно бросить взгляд 
на маятник, совершающий эллиптические колебания, и, на- 
пример, на обыкновенный отвес, чтобы заметить, что этот 
вывод совершенно опровергается наблюдением. До чего верно 
положение, что ошибка свойственна человеку, если она может 
проскользнуть под пером самого знаменитого геометра +)! 


тель который получается из Удиви- 


*) Более полное изложение теории конического маятника 
см. в мемуар® Ришело (В1све1о%) (СгеПе’$ Гопгпа1, т. ХЬУ) 
и в очень интересной работе, представленной Тиссо (Т13504) 
в Касо!46 аез Зоепсез ае Раг1$ и напечатанной в томе ХУП 
уочгпя! 4е 10%9У16е. (Прим, Бертрана.) 
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О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН. 


На стр. 363 Лагранж допускает, что выводы, к которым 
он пришел в случае неглубокого канала, могут быть приме- 
нены к движению жидкой массы любой глубины, так как, 
говорит он, можно допустить, что вода приводится в движе- 
ние лишь на очень малую глубину; это допущение, приба- 
вляет он, правдоподобно и, повидимому, подтверждается 
опытом. Я, однако, не думаю, чтобы можно было согласиться 
с подобным распространением этих формул, а опыты, очень 
трудно осуществимые в таком вопросе, были бы вообще мало 
убедительны, так как с неограниченным увеличением массы 
жидкости, по мере возрастания глубины среды, движение 
каждой частицы могло бы стать неуловимым при самых тонких 
экспериментах, причем, однако, мы не имели бы права утвер- 
ждать, что значительная живая сила не сообщается жидкости 
с тем, чтобы носле исчезнуть. 

Пуассон, несколько раз занимавшийся вопросом о волнах, 
рассмотрел интересующую нас проблему, и критика, которой 
он подвергает насгоящее место работы Лагранжа, кажется 
мне основательной и остроумной. Считаю полезным ее здесь 
привести.- 

Лагранж в «Аналитической механике» рассматривает слу- 
чай, когда глубина жидкости очень мала и постоянна. Он до- 
казывает, что в этом случае распространение волн происходит 
‚огласно тем же законам, что и распространение звука, так 
что их скорость постоянна и не зависит от первоначального 
возбуждения; далее, он находит, что она пропорциональна 
квадратному корню из глубины жидкости, когда она находится 
в канале, имеющем на всем своем протяжении одну и ту же 
ширину. Сверх того, он допускает, что движение, возбужден- 
ное на поверхности несжимаемой жидкости любой глубины, 
передается лишь на очень малые расстояния ниже этой поверх- 
ности, откуда он приходит к выводу, что его анализ дает 
также решение задачи, как бы ни была велика’ глубина рас- 
сматриваемой жидкости; таким образом, если бы наблюдение 
дало возможность определить расстояние, на котором движение 
становится незаметным, то скорость „распространения волн 
на поверхности была бы пропорциональна квадратному корн 
из этого расстояния; и обратно, если эта скорость непосред- 
ственно измерена, можно из нее получить ту небольшую глу- 
бину, на которую движение распространяется. Но мы позволим 
себе изложить здесь несколько простых замечаний, которые 
доказывают, что подобное распространительное ‘толкование, 
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данное решению Лагранжа, не может быть законным и что 
обстоятельства не складываются указанным выше образом, 
если принять во внимание движение по вертикальному 
направлению. 

Действительно, движение по этому направлению не пре- 
рывается внезапно; скорости и колебания молекул уменьшаются 
по мере того, как мы все больше опускаемся ниже поверх- 
ности, и расстояние, на котором их можно признать незамет- 
ными, допуская даже на одно мгновение, что они очень малы, 
неявляется определенной величиной, колорая, как полагают, 
может войти в выражение скорости на поверхности. Для нагляд- 
ности допустим, что глубина и другие измерения жидкости 
бесконечно велики, чтоб не иметь никакого влияния на закон 
движения; предположим также, чло вся масса сначала не полу- 
чила никакого движения и что движение жидкости возбуждено 
следующим способом, который всего легче себе представить: 
спускают в воду, погрузив на некоторую глубину, твердое 
тело известнсй формы; дают жидкости время успокоиться 
и затем погруженное тело внезапно извлекают. Вокруг того 
места, где находилось тело, образуются волны, распростране- 
ние которых надлежит определить. Ясно, что так как глубина 
жидкости исчезла, то единственными линиями, имеющимися 
среди данных задачи, являются размеры погруженного тела 
и пространство, проходимое весовым телом за определенное 
время; таким образом, пространство, проходимое каждой вол- 
ной на поверхности жидкости, может быть функцией лишь 
этих двух видов линий. Следовательно, если скорость волн 
не зависит от первоначального возбуждения, т. е. от формы 
и размеров погруженного тела, то, согласно принципу одно- 
родности величин, пространство, проходимое волнами за какое- 
либо время, должно равняться пространству, проходимому 
в течение того же самого времени весомым телом, умножен- 
ному на отвлеченную величину, независимую от какой бы то 
ни было единицы длины или времени; стало быть, тогда дви- 
жение волны, аналогично движению тяжелых тел, будет про- 
исходить с ускорением, которое окажется некоторым кратным 
или некоторой долей ускорения тяжести; если же, наоборот, 
движение волн равномерно, то, согласно тому же принципу 
однородности, их скорость должна зависеть от первоначаль- 
ного возбуждения так, что пространство, пройденное за задан- 
ное время, будет средним пропорциональным между двумя 
линиями, а именно линией, описанной за то же время тяже- 
лым телом, и одним из измерений, или вообще линейной 
функцией размеров погруженного тела. Могло бы также ока- 
заться, что движение волн будет ускоренным и что ускоре- 
ние зависит от численного отношения между указанными раз- 
мерами; какое из этих движений фактически должно иметь 
место, следует решить путем расчета, но а рг1ог! ясно, что 
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они в равной мере противоречат выводам «Аналитической 
механики». 

Для ознакомления с решением настоящей проблемы мы 
отошлем чита1еля к самому мемуару Пуассона [Мёто!гез 4е 
1136 (Аса@ёпые Чез Бс1епсе$), т. 1]; в нем приведены 
выводы, совершенно противоположные тем, какие были допу- 
щены Лагранжем, и, в частности, доказано существование 
волн, движение которых происходит равномерно ускоренно. 


УШ. 
Ж. БЕРТРАН. 
ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ГАУССА. 


В г. 1У СтеПе’з Тоигпа! Гаусс опубликовал красивую 
теорему, содержащую одновременно общие законы равно- 
весия и движения и являющуюся, повидимому, наиболее общим 
и наиболее изящным выражением, какое только им было при- 
дано; французские читатели будут нам благодарны, если мы 
приведем здесь перевод нескольких страниц, посвященных зна- 
менитым геометром изложению этого нового принципа. 

«Как известно, принципи виртуэльных скоростей превращдлет 
любую проблему статики в вопрос чистой математики, 
а с помощью принципа Даламбера динамика, в свою очередь, 
сводится к статике. Отсюда следует, что ни один основной 
принции равновесия и движения не может существенно отли- 
чаться от двух упомянутых нами выше принципов и что, 
каков бы ни был этот принцип, его всегда можно рассматри- 
вать как более или менее непосредственный вывод из них. 

Это не значит, что всякая новая теорема не заслуживает 
поэтому никакого внимания. Наоборот, всегда интересно 
и поучительно исследовать законы природы с новой точки 
зрения, придем ли мы при этом к более простому трактованию 
того или иного частного вопроса или достигнем лишь большей 
точности формулировок. 

Великий геометр, столь блестяще обосновавший науку 
о движении на принципе виртуальных скоростей, не пренебрег 
возможностью улучшить и обобщить принцип Мопертюи, 
касающийся наименьшего действия, и, как известно, этот 
принцип зачастую © большой пользой применяется геомет- 
рами *). 


*) Я позволю себе здесь сделать одно замечание. Я считаю 
неудовлетворительным метод, примененный другим великим 
геометром (Гар]асе, Мето1гез 4е Г’Тази ав, 1809) для вывода 
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Подлинный характер принципа виртуальных скоростей 
заключается в том, что он является, так сказать, общей фор- 
мулой, решающей задачи статики, и что, следовательн., он 
может занять место всякого другого принципа, но он не 
носит на себе печати абсолютной очевидности, которая убе- 
ждает, как только ознакомишься с его изложением. 

< этой точки зрения основная теорема, которую я соби- 
раюсь изложить, должна, мне кажется, получить предпо- 
чтение; сверх того, она обладает тем преимуществом, что 
одновременно охватывает общие законы равновесия и дви- 
жения. 

Если для прогрессивного развития науки и для индивиду- 
ального исследования представляется более удобным идти от 
легкого к тому, что кажется более трудным, и от простых 
законов к более сложным, то, с другой стороны, наш ум, 
дойдя до более высокой точки зрения, требует обратного дви- 
жения, в свете которого вся статика представляется ему в каче- 
стве частного случая динамики. И упомянутый нами геометр, 
повидимому, оценил это обратное движение, представляя 
в качестве преимущества принципа наименьшего действия воз- 
можность охватить одновременно законы движения и законы 
равновесия, если его рассматривать в качестве принципа наи- 
большей или наименьшей живой силы. Но надо признать, 
что эта мысль является более остроумной, чем верной, так 
как в этих двух случаях минимум имеет место при совершенно 
различных условиях. 

Новый принцип заключается в следующем: 

Движение системы материальных точек, связанных между 
собою произзольным образом и подверженных любым влияниям, 
в каждое мгновение происходит в наиболее совершенном, какое 
только возможно, согласии с тем движением, каким обла- 
дали бы эти точки, если бы все они стали сзободными, 
т. е. оно происходит с наименьшим возможным принужде- 
нием, если в качестве меры принуждения, примененного в те- 
чение бесконечно малого мгновения, принять сумму произве- 
дений массы каждой точки на квадрат величины ее отклоне- 


закона преломлений Гюйгенса из принципа наименьшего дей- 
стрия. Дейслвительно, этот принцип Но существу предполагает 
наличие принципа живых сил, на основании которого ско- 
рость точек в движении полностью определяется их положе- 
нием, а направление, по которому они движутся, не оказывает 
на нее никакого влияния. Тем не менее это влияние является 
исходной точкой рассуждений упомянутого нами автора. Мне 
думается, что все усилия геометров объясниль двойное пре- 
ломление в’рамках эмиссионной гипотезы останутся бесплод- 
ными до тех пор, пока световые молекулы будут рассматри- 
ваться как простые точки. (Прим. Гаусса.) 
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ния от того положения, которое она заняла бы, если бы 
была свободной. 

Пусть 

т, т’, т’ — массы точек, 

а, а’, а” — их соответственные положения, 

Ь, 6’, 6” места, какие они заняли бы по истечении 
некоторого бесконечно малого промежутка времени 4Ё под 
влиянием действующих на них сил и скорости, приобретен- 
ной ими к началу этого промежутка. ` 

Приведенный выше принцип гласит, что положения 
с, с’, с”,.... которые эти точки займут, являются между всеми 
положениями, допускаемыми наложенными на них связями, 
такими, для которых сумма 


тре? + те тб" с"... 
является минимумом. 
Равновесие является частным случаем общего закона; . 


оно имеет место в том случае, когда точки не имеют скоро- 
сти, и сумма 


т арт’ а’... 


является минимумом или, другими словами, когда сохране- 
ние системы в состоянии покоя является более, близким 
к свободному движению, какое каждая точка стремится при- 
нять, из всех любых возможных перемещений. Обоснование 
принципа может быть легко проведено следующим образом: 

Сила, действующая на точку т в течение мгновения 4, 
очевидно, состоит из: 1) силы, которая, присоединяясь`к эф- 
фекту приобретенной скорости, переместила бы точку из ав с, 
2) силы, которая, —если допустить, что точка находится в нокое 
в с, — одновременно заставила бы ее переместиться из с в 6, 
Сказанное, очевидно, относится и к остальным точкам. 

Согласно принципу Даламбера, точки т, т’, т”, ..,. 
находились бы в равновесии, если бы в положениях с, с’, с", ... 
они были бы под влиянием вторых из указанных выше сил, 
действующих по направлениям СЬ, с’0’,... и пропорциональных 
элим малым отрезкам. Следовательно, согласно принципу вир- 
туальных скоростей, сумма виртуальных моментов этих сил 
должна быть равна нулю для всех перемещений, совместимых 
со связями, или же, точнее, эта сумма никогда: не может 
стать положительной. | 


Пусть 1, у’, \"’,... будут положения, которые точки 
т, т’, т’,... могут принять без нарушения связей системы, 
и 6, 0’, 0", ... — углы, образуемые ст, с’4', с”у”,... соответ- 
ственно с С6, с’6’, с”Ъ”,...; тогда сумма 


Ут - Сб. с] с0$ 6 
должна равняться нулю или быть отрицательной. 
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Но ясно, что мы имеем 


6? == с? + с]? — 266 . с1 с0$ 0 
и, стало быть, 


Ут . 16 = Ут . сб? -- Ут . с? — 2ут. сЬ . с] с0$ 6; 
следовательно, 


Ут ‚ 15° = Ут . с + Ут . с: — 2 Ут . Сб. су с0$0, 
и, стало быть, выражение 


У, т, + 162 — У, т, . сб? 
всегда положительно, откуда следует, что У, т . 4: всегда 


больше суммы У, т - с6?, т. е. что У т.с? всегда является 


минимумом, что и требовалось доказать. Весьма примечательно, 
что когда свобсдные движения несовместимы с природой 
системы, то они изменяются совершенно так же, как геометры 
при своих исчислениях изменяют выводы, полученные ими 
непосредственно, применяя к ним метод наименьших квадра- 
тов, с тем, чтобы сделать эти выводы совместимыми с необ- 
ходимыми условиями, предписанными природой вопроса. 

Настоящую аналогию можно было бы продолжить, но это 
выходиг за пределы поставленной мною в данный момент 
задачи». 

Было бы легким и мало полезным упражнением из про- 
читанной нами выше теоремы вывести общие уравнения дви- 
жения и покоя; мы тотчас же снова пришли бы к известным 
формам, и, стало быть, °общая проблема, с аналитической 
точки зрения, нисколько не продвинулась бы. Но следует 
ли на этом основании считать красивый принцип Гаусса бес- 
полезным? —Этого никто не думает. Целью науки является 
прежде всего познание общих законов, управляющих явле- 
ниями, а теорема, составляющая предмет настоящей сгатьи, 
представляется наиболее ясным и удовлетворительным выра- 
жением, какое геометры могли бы им дать. Действительно, 
насколько я знаю, не существует ни одной общей теоремы 
динамики, которая казалась бы более способной вызвать 
восхищение тонкого ума, но еще мало искушенного в анали- 
тических преобразованиях, и породить у него желание изу- 
чить науку, которая позволила бы ему ясно воспринять ее 
доказательство. 


< о -ч 


ИЗ ЧЕРНОВЫХ ЗАПИСЕЙ 
Ж.ЛАГРАНЖА 


—о— 


а ———— 


Г. 
ОБ ОПРЕДЕЛЕНИЙ КОМЕТНЫХ ОРБИТ. 


Пусть А- расстояние кометы от Земли; пусть, далее, 
ВТ, Вт, Вп — три координаты кометы, отнесенные к Земле, где 


[8 -- т? -|- п? =1; 


пусть х, у, 2-три координаты орбиты кометы относительно 
Солнца и г-—ее радиус-вектор; ЕЁ, 1, &— три координаты 
орбиты Земли и ро — ее радиус-вектор; тогда мы имеем 


х=ё-+1В, у=т+тВ, з=е-+пВ. 


Затем 
следовательно, после подстановки мы получим 
Рае 
Ио, 
Е) -$+ а: о. 
ИЛИ 
В (9 += )+6 (= == )=0. 


42В ат ав 42т т 1 
ти +2 я +В (а ао 


428 ап аВ 421 п 1 1 
п ата ТЕ ар + т + (= - и) 


27 ;\. Лагранж, т. П 
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Умножив первое из этих уравнений на т4п-—п4ат, второе 
на —(14Ап—паГ), третье на ;4т—т4 и сложив их, мы, 
в силу соотношения 


[ (тап — пат) — т (14п — пай) + п Чат — та )=0, 
получим 
(тап — пат) а? — (14п— паГ) ат + ат — тай) ап 
а + 


1 1 
+ (-= — == [Е (тап — пат) — 1 Пап — па) + 
+ 6 (ат — та1)] =9. 


Таким образом, мы будем иметь 
1 1 
ии (я): 


г? == +2 ((Е + тл + пб) В-- В?; 


но 


следовательно, 
. 1 1 4 1 \*. 
г = ре -- 24 (18+ пя тб) (5-я у =--#) ; 
стало быть, 
(г? — 0?) рбг? + 28 (1+ ту пб) (73 — 03) 8гЗ — р? (гз — рз) = 0; 


это — уравнение восьмой степени, но оно, очевидно, делится 
на г—0, в результате чего степень его снижается до седьмой. 


П. 


О ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ 
(см. отр. 256). 


Положим, как в пункте 1, 
д=х’-+&, у=у’ +1, 2=2 46 


6 == аЕ’-+- 65” | сЕ””’, 
= а” +61” +с1””, 
© — а5’-+- 62” + сё'"'. 


Эти формулы естественным образом выражают три вида 
движений, которые система может совершать. Переменные г’, 
у, 2’ являются координатами некоторой точки системы, 
которую можно рассматривать в качестве ее центра, и они 
определяют общее движение всей системы. Девять переменных 
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Е’, =”, Е’”’,1',..., между которыми существует шесть услов- 
ных уравнений (п. 2), определяют вращательное движение 
всей системы вокруг ее центра. Наконец, величины а, Ь, с 
зависят только от взаимных расстояний между телами и 
служат для определения их взаимных движений. 

Если взять центр системы в какой-нибудь неподвижной 
точке, если подобная точка имеется в системе, или в ее 
центре тяжести, если система свободна, то мы будем иметь 
общую формулу (отд. Ш, п. 6) | 

22РАР Н 2 
Зе (ЯМ тети, 


в которой следует еще добавить члены 
ЛАГ, + 6 М +у8М+..., 
обязанные своим происхождением условным уравнениям 
Г=0, М=0, М№М=0,..., 


и тогда мы получим общее уравнение движения системы 
(отд. ТУ, п. 11). 
Теперь следует вместо переменных ЕЁ 1, 6 подставить 


и 


их выражения через а, В, с, Е’, Е”,..., приведенные в пре- 
дыдущем пункте. Но если в выражениях пункта 14& для (Е, 
Ач, 45 символ 4 заменить символом 6, что допустимо, то мы 
получим 
Е =Е’ба’ + Е” 660’ + Е”''0с', 
бу==’6а’ + 1”05' + 1/’’’дс’, 
$ = 'ба’ + г" о’ + =''' с’, 
где фа’, 05’, дс’ имеют следующие значения: 
фа’ =да + с60 — 564, 
6’ =06 + абВ -— сбР, 
6с’ = 0с - 60Р — а60; 
если в выражении 42205 -- 4469 + 4256$ произвести эти подста- 
новки, а также подставить значения 426, 4%, 4%, указанные 
в приведенном выше пункте, то, в силу узловных уравнений 
пункта 6, это выражение примет следующий вид: 
42а” ба’ + 425” 06’ - а2с” дс’. 
Равным образом величина Х6Е-+ Убч-- 065 превратится в сле- 
дующую: 
Х’да’ + 7У’6' + 2'’6с’, 
если для краткости положить 
Х'=ёХ +1У +52, 
У’ =ЕХ + ”У 5”, 
27 =56’”'Х 1’ 6" ”' 2. 
27* 
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Если допустить, что система может свободно вращаться 
во всех направлениях вокруг своего центра, то легко видеть, 
что условные уравнения 


Г=0, М=0, М№М=о0,..., 


заданные природой системы, не могут содержать координат 
а, 6, с, определяющих взаимное расположение тел. Стало быть, 
величины Г, М, М№,... могут быть лишь функциями а, В, с, 
относящихся к различным телам. 

Следовательно, если отдельно приравнять нулю члены 
общего уравнения, которые умножаются на вариации ФР, 80, 
В, являющиеся общими для всех тел системы, а также те 
члены, которые умножаются на вариации ба, 66, дс, относя- 
щиеся к каждому из этих тел, то для всей системы в целом 
мы сначала получим три уравнения: 


27 _ 2, 
9 (нах д" )=0, 


Зт” ри 
т ее од" аи) =, 


Ь 42с"—с а26” , , | 
т ба +57’ — сУ )=; 


а затем для каждого из тел системы получим следующие 
уравнения: 


42а” , ОГ, М № 
т “ще +) +1 52 +1 да + да +... =0 
| 426” , аг ОМ М 
т, ( т У’) бр кр р... 


т 


ОГ, ОМ 
2:8 + АН +... =0. 


ас 


Если же система представляет собою твердое тело, соста- 
вленное из элементов О_т, для которых координаты а, ЬБ, с 
являются постоянными по отношению ко времени $#, то мы 
будем иметь 


4а=0, а46=0, ас=0; 
следовательно, 
да’ =с40 —54В, 4’ =ааВ —саР, 4с’ = ВАР — а40, 
а отсюда 
. аа” =с 420 — в а2В + ьаРад { саРаВ — а (40% +-аВ*), 
425” = а а?В — с 4*Р + ааРао-{с а0ав —ь(аР*- 48), 
42с” = а?Р — а 4*О-- а аРаВ -- ® адав — с (аР*- 40"). 
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Если эти значения подставить в предыдущие уравнения, 
за оси координат а, 6, с взять три главные оси тела, что 
даст нам (отд. Ш, п. 28) 


а Эт = 0, Час Шт == 0, Ус рт = 0, 
если положить 


5 а? Гт=1, У 620т=ш, 86?От==п, 


то при допущении, что ускоряющие силы равны нулю, мы 


получим , 
ет + а ее 0, 
(+1) +1 Е. —0, 
(шп) т +(ш— п) а —0. 


Эти уравнения находятся в согласии с теми уравнениями, 

которые иным путем были найдены нами в отделе Ш, так 
АР 4 ав 

как величины + › Е” ти являются скоростями враще- 

ния вокруг трех главных осей тела, которые в уравнениях 


названного выше пункта мы обозначили через ф, в, ©. 
Они одновременно доказывают правильность последних урав- 
нений, которые могли бы вызвать некоторые сомнения вслед- 
ствие перехода от неподвижных осей к движущимся, но при- 
веденный выше анализ, делающий об.цую формулу независи- 
мой от положения осей вращения, узаконивает этот переход. 

Мы тгидели, что в том же самом случае твердого тела, 
не находящегося нод действием какой-либо ускоряющей силы, 
уравнения площадей оказываются интегрируемыми (отд. Ш, 
п. 9). Следовательно, если произвести указанные выше подсета- 
новки в интегральных уравнениях, то мы получим уравнения, 
которые будут интегралами уравнений предыдущего пункта. 

Если сначала подставить значения Ё, 9, 4Е, 44 в выраже- 
ние 41 — 74, то мы получим 


Е — ЧЧЕ = (6 ас’ —е 45’) ("1 — 16") + 
+ (с аа —а ас’) (1'5'””' — &'1”””) - (а 46’ — аа’) (Е'1” +15”); 
следовательно, на основании формул пункта 6 
Ел — ЧЕ = (В 4с’ — с 4Ъ’)5" + (с аа’ —а 4с')5" -- (а 45’ — Баа’)5'”. 
Точно так же мы найдем 
СЦЕ — Еаб = ($ ас’ — с аЪ’) 4’ - (с аа’ — а 4с') 1” + (аа —ваа’) 1”, 
145 — вал == (Ъ ас’ —саЪ') Е’ + (саа' —а ас’) Е” + (а 46’ — 6 аа’) Е”. 
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От 
Если эти выражения умножить на —1 , поставить впереди 


них знак $ и после подстановки значений 4а’, 46’, ас’ по- 


ЛОоЖиИтТЬ 
4а=0, 46=0, 4с=0, 


$ ав рт =0, $52 Гт=ю, 9 От = 0, 
$ 42 рт=1, Заерт =0, с? рт = п 


и затем приравнять их постоянным величинам С, В, 4, то 
мы будем иметь 


ата тан 
(ип) 9 р гл + +1) 59 ат) И р т” В, 
(пп) СР +) 2 ат) ИА, 


откуда с помощью условных уравнений пункта 3 мы тотчас 
же получим 


АР 
(шп) =. =АЕ + В+ С, 

а 
1 +п) 22 АЕ Ва" +05", 
Чт) = де’ +В +65. 


Эти уравнения совпадают с уравнениями пункта 31 отдела 
[Ш, в которых ф’, ®’, $’ представляют собою то же самое, 


что и где коэффициенты «, В, 1, 2’, В’, |’, 


4’ 4’ 4 
соответствуют &’, Е”, Е”', 1’, 1”,... 

Если сложить квадраты трех предыдущих уравнений, 
то, в силу условных уравнений пункта 5, мы тотчас же полу- 
чим уравнение между АР, 40, 4В и 4Е; это уравнение будет 
иметь пели вид: 

(пп 2 ++ 1). + +): 
а 41? т 


>- = 42 -+- В? -+- С?; 


а 
пользуясь им, можно будет одну из трех переменных = 
49 


ав 
р определить с помощью двух других. 
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В этом же случае твердого тела, не находящегося под 
действием какой-либо ускоряющей силы, можно получить 
второе уравнение между рассматриваемыми переменными, 
пользуясь уравнением живых сил; в самом деле, если сло- 

а а 4% 
жить квадраты величин а с, 1: › То, в силу условных 
уравнений, мы получим (п. 13) 
ДЕ? -- 41? + 45° — 4а’?- 46’? + 4с’”? . 
41? — 41? 
следовательно, если все члены снабдить знаком ®, умножив 


их предварительно на Дт, то мы получим вообще для любой 
системы при отсутствии ускоряющих сил (отд. 11, п. 35) 


го го го 
ме ив 


В случае твердого тела мы имеем 
аа=0, а6=0, 4с=0; 
стало быть, 
аа’? = с? 40? — 2% а9аВ + 5?аЕ?*, 
46”? —= а? аВ? — Зас аР аВ - с*аР>, 
4’? = 52 4Р? — 2а.аР 40 + а? а0-. 
Следовательно, если, как и выше, положить 
$ а6)т = 0, 5 аерт=0, ®е0)т=о0 
И 
Зарт=1 %52От=ш, се: рт=п, 


то мы получим 


40: 48? _ 
че +@+щ) 3: = Е. 


х 


(ап) ыы та) 


Таким образом, здесь мы имеем две из трех переменных 


АР 40 аВ 
г. 2, др, выраженные через третью, но значение 


последней можно получить лолько путем интегрирования одно- 
го из трех приведенных выше дифференциальных уравнений. 
Далее, для того, чтобы получить конечное значение ко- 
ординат Ё, 1, $ какой-либо точки тела, следует еще устано- 
ВИТЬ ЗН.чения величин &’, Е”, Е’”’,...; как уже было указано 
выше (отд. [Х, п. 29), этого можно достичь, комбинируя шесть 
условных уравнений между этими девятью величинами. 
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ГИ. 
ЗАМЕТКА ПО ВОПРОСУ ОБ ОБЩИХ УРАВНЕНИЯХ 
ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ. 


Выражения, найденные нами на стр. 245, очень удобны 
для представления значений сумм 


$ т (4=? -- 41? + 42?), %т (5 4а1-—та®), ..., 


распространенных на все тела т любой системы; действитель- 
но, ясно, что знаки суммирования должны распространяться 
только на координаты а, Ь, с и не должны относиться к вели- 
чинам Е’, *’,... Следовательно, после разложения мы будем 
иметь 


№ т (422 + 412 +а4:) = 
=аР: № т (Ъ- с*) + 40* & т (а* + с?) + аВз ® т (а? + 5?) — 
— 2АРао ® таь — ?аРаВ & тас — 240ав ® те — 
— 2аАР ®т (54 — са) + 240 $ т (с 4аа—а4с) + 
+ 2аВ У т(а 46 — Ь 4а) + ® т (аа? + 4? + 4с?), 
Ут (= 41 — 142) = 5'аГ + &"ад -+-&’” ал, 
Эт (24 —Е 5) = ч’аГ-+ ч”аА + л’”’аА, 
Эт (14; —6а1) = Е'АГ + Е”аА + Е’ АЛ, 
сели для кратк.сти ПОЛОЖИТЬ 
аг—=аР № т (52 - с?) — 49 $ таф — ав № тас-+ № т (Басс аь), 
а\=ао0 Ут (42 + с?) - аР $ тар ав $ тре + Ат (с4а—а ас), 
а\ =аВ ® т (а? + 52) —аР № тас — 40 $ те + т (аа — Ь 4а); 


следует отметить, что значения величин 4Г, АД, АЛ предста- 
вляют собою частные дифференциалы величины 


1 
2 т (45? -- ал? + 45°) 
по переменным ЧР, 40, 48. 


Если три последних уравнения продифференцировать, 
то мы получим значения величин 


© ть (44 — «`2), у т (54-е — Е4?5), № т (142$; — 5421). 
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входящих в общие уравнения движения любой системы тел 
вокруг ее центра тяжести или вокруг неподвижного центра, 
которые мы дали в пункте 7 отдела 1. 

Таким образом, если вместо дифференциалов Ё’, Е”, ... 
подставить выражения, приведенные в пункте 13, то указан- 
ные уравнения примут следующий вид: 


5’ (42Г — ад ав + ал 40) + " (а?А —алар-- аг ав) + 
+ 6”'' (4?Л — аГао + адаР) + ® т (ЕУ—1Х)=0, 
1’ (4?Г — адав +ала0) -+ 1" (42А — алаЕ + агав) + 
+1’ (424 — агао + аАаР) + ® т (5Х —ЕЁ)=0, 
=’ (4-Г — адавВ + 4440) + Е” (4*А — алаР + агав) + 
+ Е””' (4?А — аГао + адаР) + % т (17—57) =0. 


Если эти уравнения сложить, умножив их соответственно на 


&’, у’, =’, на и, 1”, Е” и на 577! 1”””, Е’"', и для краткости 
ПОЛОЖИТЬ 


Х’'=ЕХ ТУ +5, 
у’ — Х - У - с”, 
7’ =Е”''Х +1’ +6" С, 


то на основании формул пунктов 2 и 5 мы получим три сле- 
дующих уравнения: 


4Т — адав + алао0 = %т (су’ - 57’), 

42А — 4АаР + аГав = ® т (а7' —сХ’), 

42 — аГао -- адаР = ® т (5Х'-а7’,, 
обладающих всей той общностью и простотой, какая может быль 


придана настоящей задаче. 


У. 
ДРУГАЯ ЗАМЕТКА ПО ВОПРОСУ 0 ВРАЩЕНИИ 
ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ. 
В общем случае мы имели (стр. 245) 
АЕ? -- а? - 45? = 
= (са0 — БаВ + аа) -+ (аа В —саР + 45): -- (ЪаР — аа0 + ас). 


Если ускоряющие силы зависят только от взаимного ‘положе- 
ния тел, то они являются функциями лишь величин д, ., с. 
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Если положить 


1 
Т=> [4 в г би (ое) 99 ^ (а + с) + 


+ ве] - 15. бе -*- Е ‚- № тае — 


АР 9 ве оаь 
в Зтаь +5 Ъ`аЕ 58 ИТ 
а. сме - — ов ав в аа — Баа 
Та - м” 
да? а ее 
т а 


то мы получим по отношению к переменным 4Р, 40, аВ 


8Т 87 
гаБаР+50840 +5. 84В= 0; 


стало быть (п. 15, стр. 247), 
ть (а8Р-4- 40 вВ— 4880) +; ‚ао аа + ал ЗР-аРЗВ) + 


ПС: +аР 80—40 8Р)=0, 


откуда получаются следующие уравнения: 
т эт ат 
зар ва04и +3ав 320, 
т эт ат 
549 зав1Р Тзав В =0 


г ат ат 
зап зав 9 +540 


т. е. если аР, 40, АВ заменить выражениями р 4, 44 г4&, 
45+ (45 к с 4 =0. 
а9Г 
— = а 
9+ (15. 9-25 5) =0, (а) 


т 
т 2) а-ь, ] 


как в уравнениях (А), стр. 262; но настоящие формулы 
являются общими, как бы ни изменялись а, В, с. 


4— АР =0, 
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Из этих уравнений мы тотчас же получаем интеграл 


уу 


Затем мы также имеем 
ОТ ЭТ ОТ 


Р4 5 +949; +740; 


однако последнее выражение не является полным дифферен- 
циалом в силу изменяемости величин а, 6, с; но на основа- 
нии принципа живых сил мы всегда имеем интеграл 


Т+У = сопз6., 


где У равно ® Ит, а П обозначает функцию притягательных 
сил (отд. Г, п. 34). 

Наконец, если эти уравнения соответственно умножить на 
4Е’, АЕ”, о м путем их сложения мы получим 


ЭТ ЭТ 
45-445. со + Е’”’а 5; Та, ре 4Е’'”) а + 


7! ЭТ / й# 
+5 ка т (ЧЕ’— рб”) 4=0, 


т.е, в силу 45' == (т5” — 46’””) 4... стр. 244), 
_, ОТ ЭГ. 2 


: 9ь 18 д ба Г >= = 60086. = 1 
и точно так же 
ЭТ т ОТ „, ОТ 2 р 
и т и 77! , \ 
т др У а + п’ =, $ Эр +5 $ = (в 


Можно заметить, что эти уравнения являются уравнениями 
сохранения площадей; действительно, мы имеем (стр. 245) 


ЕЕ’ да’ РАМ Е" 4%, 
фи = 1’ 4а’ + 1” 45’ 1” ас’, 
аз =5’ аа’ + $” 45’ +. $''' ас, 
а отсюда 
Бал — 145 = (а + Е”Ь + Е””’с) (ч’ аа’ + ч” 45’ + 1’”’ 4с”) — 
—_ (та + 176 + 1””’с) (Е’ аа’ + Е” а’ + Е’"' дс’) — 
— (а45’ — Баа”) $'’’ — (а4с’ —саа/) $" + (Фас' —саЪ’)5', 
245 — с ЧЕ = (Е’а + Е”Ь- Е””'с) (5 4а’ + 5” аб’ + 5” ас’) — 
— (бабье ”’с) (Е’ аа’ + Е” 4Б' + Е” 46’) = 
— — (а46’ —Б4а”) ч””' + (а4с’ —саа’) у” — (фас’ — саЪ’)т', 
145—641 —=(\’а + 7 ”6 + 1) ”’с) (5 аа’ + 6” 45’ | 6’!' 4”) —__ 
__ (с’а + С”Ь -- 6’”'с) (“’ Аа’ -- 1” аЬ’ + 7””’ 4с’) — 
= (ааЪ’ — а’) 5 Е’’” — (а4с’ —с4а’) Е” -- (Бас’ — саб’)!Е'. 
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Если взять суммы, то мы найдем 


ОТ , , 

в; = т 4 — са’), 
9Т 4—8 т (саа' — вас”, 
94 

ЭТ ‚ . 
5 @&=№ т (245 —Ь аа”): 

отсюда мы лакже получим 

ОТ 

= | "+ т "+ пб’, } 

Эр Е и | 

ЭТ и и и 

9 = 16” + п + пб”, р 
т | 

ЭТ РРР УР 17рг 

55 =16 —- п” +06”, ) 


а если значения р, 4, г, взятые из этих уравнений, затем под- 
ставить в уравнение 


Т-+ТУ = соп86., 


то мы получим конечное уравнение относительно Ё’, 1’,..., 
т. е. между углами ф, ф ио. 

Приведенные выше уравнения (©) тождественны с теми 
уравнениями, которые на стр. 276 мы нашли менее прямым 


путем. 
сли Ь р а. ам ам а 
уравнения (Ъ) умножить на д’ а 1 затем 


сложить, то на основании формул страницы 242 мы, в силу 
равенств 


_4Р —99 ,_4Н 
а’ 1’ "Па’ 
получим 
9Т 9Т „от _1аГ. + ваМ +пам 
ор т 104 "" > ЕТ: 
Но мы нашли уравнение 
ЭТ ЭТ 9Т 
Ра +44, +74, =0, 


которое получается из уравнений (а), если их умножить на 
р, 4, г и сложить; следовательно, если через 4Т обозначить 
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вариацию Т только по а, Ь, с, то мы будем иметь 
ЭТ ЭТ ЭТ 


стало быть, если данное уравнение сложить с предыдущим, 
то мы получим 
ЭГ ОТ ОТ 
ат =а4 о, 01 
Т (орать ) чат; 
следовательно, 
т, от, дт 


Р др а `да + т Эт 
Но принцип живых сил дает 
Т+.У =сопз6., 


следовательно, мы имеем 


ЭТ ЭТ ЭТ 
Рор + += - \ ат-т; 


=Т-— \ АТ + соп36 


стало быть, 


] АГ, ам АМ 


+ ак \ат-у; (К) 
а если а, 6, с— постоянные величины, то аТ=0, а Г будет 
постоянной величиной, как если бы оно зависело только от 
внутренних сил. 

Уравнение (К) показывает, что скорость вращения вокруг 
определенной неподвижной в пространстве оси в данном случае 
постоянна. В самом деле, так как в формулах страницы 242 АР, 
ао, аВ обозначают вращения вокруг осей координат а, 6, с, а4Г, 
АМ, АМ —вращения вокруг осей х, у, 3, то отсюда следует, 
что если первые принять за АГ, АМ, аМ№, то последние можно 
отнести к другим осям, по отношению к которым они теперь 
превратятся в (4Г.), (4М), (а№), причем положение новых осей 
тогда определится с помощью величин Е’, 1’,..., которые 
я обозначу через (=’), (1’),... Тогда мы будем иметь 


(аГ.) = (Е’) аЁ + (=) аМ + (Е””’)аМ, 
ам)= (ар + (”)ам +” ам, 
(а№) = (&') аг, + (<) ам + (&'*) ам. 
Так как (=) -+ (Е”)? + (Е”””)?=1, то если приведенное выше 
уравнение представить в виде 


АГ ам АМ 
а ТМ Е ТП 


ИР- ш? + п? Ури ие ’ 


1 к-\ат-у 
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то мы можем положить 


Г | И Ио 
(=’) = У м? {па , (=) И ш2-о2 ы 
РР п 
6 = 
(7) ИЕ 02+ п2 


и тогда мы будем иметь 


ак К-\ат-у. 
@  УВ+- +0? 


Итак, скорость вращения вокруг неподвижной оси выра- 
зится следующим образом: 


к-(ат-у 
, 
У -+ 2+ 0* 
она, следовательно, постоянна, когда АТ равен нулю и функ- 
ция У постоянна. 
В том случае, когда ускоряющие силы зависят от притя- 
жения тела, координаты которого относительно центра коор- 


динат а, 6, с, параллельные осям координат Ё 1, 6, равны 
х, у, 1, мы имеем 


1 


П=————_—_—_—_—_—_, 
Ук-б+9-:+@- 5 


у=® Поют. 


Но 
ху = г, 5 = а +4 0? | с? == г; 
следовательно, 
1 


[|ПЕ=Е"А == 
ИГ 2 — 2 (хё + ут+ 25) 


Г2 
УЧЕТ, зеуни 


__ 1 
== ТЗ о г5 


Но 
Е = а=” -- БЕ” + СЕ”... 
стало быть, 
ХЕ + УЧ -+ 26 == а (хЕ’-+ ут’ + 15’) +В (хё” + ул” +25”) + 
-- с (хЕ’” -- ут” + 26'’’) 
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Пусть 
хё’ + ул’ +18’ =, 
ХЕ” -- уу” + 75” — в, 
ХЕ” ут’ 26'’”' =; 
тогда мы имеем 
_ 1 ай Нок а? |+ с? З(ад- Бы - с)? 
п= г т гЗ 2 г т 25 
и (если сохранить только последний член) 
_ 3 В+С-А „,, А+С-В , 
в (5 + 
а У 2Риу + 2С у ана» ) 


Если все время принимать во внимание только последний 
член, то мы получим 


Ь ЭП _, ОИ _ (ава) (с 


дс 9 _ т ), 
ЭП 9 _ З(аА + Бы су) | 
ба бе = в 4), 
9п ‚д _ 3(а4+64-су) |. , 
о в @ М) 


если приведенные выше выражения умножить на От и проин- 
тегрировать, то мы получим 


9П ЭП 3 , 
5 (в; 5) Рт = зв КС — В) + Н + #1) — 6, 


эп дп 3 
5 (@-- -55. ) рт = КВ- 4) 41+ Н (8—2) + вы — №). 


Эти члены следует прибавить к трем уравнениям (А), которые, 
стало быть, примут следующий вид: 


ЭТ 
‘ор. ЭТ _ ЭТ З-Вю-+Е ("+ НА 68] | 
а КИС У” 
а9Т 
94, 9Т ЭТ, З[(А — С) А+ (42 — У) + РАв- Нм] _ | 
пав ТГ о вм 
а9т 


дг ЭТ о2Т ЗВ 4) ан м) + а РА] 


4 1Р ба Тор гв —°. 
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Отсюда мы получаем следующие уравнения: 


ОТ ЭТ 
(ее + 99 +” 5; 
а + (РЕ + (0) 5" - (В) 5’ =0 
‚Г „эт, „„0т 
И" т+@и+® т" =0, 
Е 
АРЕН Юе” =0 


где (Р), (0), (К) обозначают части приведенных выше урав- 
нений, не зависящие от р, 4, г. 

Положим для краткости Р=0, а =0, Н=0; сверх того, 
в левых частях уравнений отбросим разности 4, В, С; тогда 
мы получим 


т, Ра т 
94а _ 1 "д 


и наши уравнения примут следующий вид: 


42Т, 3З[(С— В) вмЕ’' + (А— С) 4мЕ” +(В- А) Е” ] 
А о = 


— Аг, 


г5 
4М ЗС - В) вул + (А-С) т + (В- А)” _ 
= 
й @М ‚3 [(С— В) вуб' + (А- С) 45" + (В-4) Аб] 
4 т 
Положив еще А=В, мы получим 
42 Г, 3 РРР ; „АИГ —_ 
пав С у—1’”' 7) у=0, 
4? М "т 77’ 
А+ С -— ЛЕ —5 х) у =0, 
4? М№ 3 РР РР 
А я +5 (С- 4)" х- Вуду =0, 


ПРИМЕЧАНИЯ 


о 


ПРИМЕЧАНИЯ РЕДАКТОРА РУССКОГО ПЕРЕВОДА. 


[1] (к стр. 19). По современной терминологии— первый ин- 
теграл, интеграл энергии или живой силы. 

[2] (к стр. 29). Последняя фраза, являющаяся точным пере- 
водом французского текста, требует пояснения. 

Средним дзижением называется, собственно говоря, вели- 


28 _ 
чина и“. определяющая среднее расстояние. Принимая 


среднее движение Земли за единицу, можно определить сред- 
ние движения других планет. Но в астрономии средние дви- 
жения выражают обычно в секундах дуги. 

[3] (к стр. 30). В современной астрономии все эти углы от- 
считывают именно от перигелия, как это и делает Лагранж. 

[“] (к стр. 31). Речь идет о знаменитой формуле Лагранжа. 

[5] (к стр. 33). В небесной механике доказывается, что все 
эти ряды сходятся только для значений эксцентриситета, мень- 
ших Лапласова предела, т. е. при е <0,5627... См. дополнения. 

[8] (к стр. 46). В современной астрономии за последний эле- 
мент принимают именно момент прохождения через перигелий. 

[7] (к стр. 47). Этот угол называется теперь углозым рас- 
стоянием перигелия от узла. Под долготой узла разумеется 
долгота восходящего узла. | 

[8] (к стр. 53). Здесь имеется в виду видимое движе- 
ние Солнца, наблюдаемое с Земли. По существу определение 
шести элементов для Солнца дает элементы орбиты Земли от- 
носительно Солнца. 

[2] (к стр. 53). Это значит, что известно движение Земли. 

[10] (к стр. 78). Изложенное составляет основу способа из- 
менения произвольных постоянных. 

[1] (к стр. 84). Лье == 4445 м, туаз =2 м, французский фут 
— 30 см. 7 лье составляет приблизительно 30 км, 233 туаза 
равны 466 м. 

[12] (к стр. 86). Лагранж имеет в виду малые планеты: 
Цереру (открыта в 1801 г.), Палладу (1802 г.), Юнону (1804 г.) 
и Весту (1807 г.). 


28* 
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[18] (к стр. 107). Наоборот, примечание Бертрана может 
спутать читателя. Лагранж, несомненно, имел в виду отметить, 
что Вах + В. 4з, + В, 4х, не есть полный дифференциал, если 
рассматривать как переменные величины а, В, а, В, а,, В, и 
учесть соотношения между ними. 

[4] (к стр. 111). Из формул Лагранжа ясно, что Х есть 
не что иное, как долгота перигелия, т. е. сумма долготы 
узла и углового расстояния перигелия от узла. Таким обра- 
зом { имеет точное значение, и примечание Бертрана не обо- 
сновано. 

[18] (к стр. 125). Иначе говоря, эти интегралы—эллиптиче- 
ские, так что окончательное решение задачи может быть по- 
лучено с помощью эллиптических функций. 

[18] (к стр. 153). Логарифмическое дифференцирование дает: 


а’а” то 


(а’2 — 2а’а” соз фа”) — 
__ @, а’ вена, а’ шт... 
— (а’, а”) + (а', а”). созэ- (а’, а")› соз22-+... 


освобождаемся от знаменателей и производим сравнение коэф- 
фициентов. 

[17] (к стр. 156). Лагранж отсечитывает долготу перигелия 
от узла. Теперь эта величина называется углозым расстоянием 
перигелия от узла. у, как было замечено, есть долгота пери- 
гелия в современном смысле. 

[28] (к стр. 159). До сих пор Лагранж применял элемент, 
определяющий положение перигелия. Здесь он почему-то гово- 
рит об афелиях. Возможно, что это—просто описка, впрочем, 
несущественная, ибо долгота афелия получаетея из долготы 
перигелия прибавлением к последней 180’. 

[12] (к стр. 160). Следует учитывать, что рассматривается 
задача только о вековых возмущениях и притом в первом при- 
ближении. Поэтому а’, а”,... постоянны. 

[20] (к стр. 163). Имеется в виду Уран, открытый Гершелем 
в 1781 г. 

[21] (к стр. 181). Здесь под большой осью следует понимать 
ось эллипса, проходящую через фокусы, а не величину 24а. 

Заметим, что так как сила сопротивления всегда напра- 
влена по касательной к орбите, то плоскость орбиты всегда 
будет оставаться неизменной. 

[22] (к стр. 182). Здесь большая ось есть 24. 

[28] (к стр. 193). Конечно, закон сопротивления, прини- 
маемый Лагранжем, весьма приблизителек, но нужно иметь 
в виду, что эта задача рассматривается здесь как пример. 

[2] (к стр. 195). Так ставится задача об устойчивости 
движения в Теории А. М. Ляпунова. 
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[25] (к стр. 195). Здесь идет речь о произвольной постоян- 
ной, входящей в результате интегрирования уравнений дви- 
жения. 

[28] (к стр. 211). Иначе говоря, в эллиптических функциях. 

[27] (к стр. 254). 4, В, С суть моменты инерции тела от- 
носительно осей. ЕР, а, Н центробежные моменты. См. стр. 282. 

[28] (к стр. 264). То-есть первый интеграл. 

[22] (к стр. 267). С помощью эллиптических функций, 
разумеется. 

[30] (к стр. 267). Более точно: неопределенными постоян- 
ными, так как термин «произвольная постоянная» относится 
к тем постоянным, которые возникают при интегрировании. 

[81] (к стр. 276). То-есть три первых интеграла. 

[32] (к стр. 288). То-есть эти уравнения интегрируются в 
эллиптических функциях. 

[33] (к стр. 296). То-есть чтобы х и убыли периодическими 
функциями. 

[34] (к стр. 310). Таким образом, 8 есть знак тройного 
интеграла. 

[35] (к стр. 354). Двойка в знаменателе средних членов, 
очевидно, лишняя. Эта ошибка имеется и в последнем фран- 
цузском издании. 

[38] (к стр. 382). Напомним, что фут равен приблизитель- 
но 39 см. 

[37] (к стр. 387). Очевидная ошибка, так как при е =®0 
и=. 

[38] (к стр. 388). Та же ошибка. Очевидно, следует вместо 
и читать и—6б. 

[39] (к стр. 392). Более простое и более современное дока- 
зательство было дано Эрмитом. (См. Г. Н. Дубощин, Вве- 
дение в небесную механику; М. Ф. Субботин, Курс небес- 
ной механики, т. 2.) 
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ОГЛАВЛЕНИЕ. 


Предисловие ко второму французскому изданию. ... 


ДИНАМИКА 
(продолжение). 
Отдел седьмой. О движении системы свободных тел, 


рассматриваемых как точки и находящихея под дей- 
ствием сил притяжения. .... еее. 


Глава первая. О движении тела, рассматриваемого как 
точка и притягиваемого к неподвижному центру 
силами, пропорциональными функции расстоя- 
ния, и, в частности, о движении планет и комет 
вокруг Солнца. ......... уе. 

$ ГО движений планет и комет, вокруг Солнца, 
рассматриваемого как неподвижное тело... 
$ П. Определение элементов эллиптического или 
параболического движения........... 
$ Ш. Об определении кометных орбит........ 


Глава вторая. Об изменении элементов эллиптических 
орбит, вызванном импульсивной силой или 
ускоряющими силами ............. 

$ Г. Об изменении, происходящем в элементах ор- 
биты планеты, когда, как предполагается, она 
получает какой-либо импулье......... 
$ П. Изменения элементов планет, вызываемые воз- 
мущающими силами... .. 


Глава третья. О движении тела, притягиваемого к двум 
неподвижным центрам силами, обратно про- 
порциональными квадратам расстояний. ... 


Глава четвертая. О движении двух или нескольких 
свободных тел, тяготеющих друг к другу, и, в 
частности, о движении планет вокруг Солнца 
и о вековых изменениях их элементов. .... 

$ Г. Общие уравнения для относительного движения 
взаимно притягивающихся тел......... 
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$ П. Общие формулы для вековых возмущений эле- 
ментов планетных орбит вокруг Солнца ... 
$ Ш. О вековых уравнениях элементов планет, вы- 
зываемых сопротивлением очень редкой среды. 
$ 1У. О движении нескольких взаимно притягиваю- 
щихся тел вокруг общего центра тяжести... 


Отдел восьмой. О движении несвободных тел, 
действующих друг на друга произвольным образом. 


Глава первая. Общие формулы для вариации произволь- 
ных постоянных при движении любой системы 
тел, вариации, вызываемой импульсами конеч- 
ными и мгновенными или бесконечно малыми 
и непрерывно действующими ......... 


Глава вторая. О движении тела по заданной поверхно- 


СТИ или ЛИНИИ ® ® ® ® ® Г ® ® Ф ® ® ® ® ® ® ® 
$ Г.О колебаниях простого маятника заданной 
` длины ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® о ® ® ® ° ® ® о 
$ П.О движении весомого тела по любой поверх- 

ности вращения. .. еее еее. 


Отдел девятый. О вращательном движении... 
Глава первая. О вращении любой системы тел.... 


$ Г. Общие формулы, касающиеся вращательного 
движения... еее еее нее 
$ П. Уравнения вращательного движения твердого 
тела, находящегося под действием любых сил. 
$ И. деление движения тяжелого тела любой 
ормы . еее еее еее 


Отдел десятый. О принципах гидродинамики .. 
Отдел одиннадцатый. О движении несжимаемых 


жидкостей ...... еее 
$ [. Общие уравнения движения несжимаемых 
жидкостей еее. 


$ П. О движении тяжелых и однородных жидкостей 
в сосудах или каналах любой формы. .... 


Применение предыдущих формул к движению жидко- 
сти, протекающей в узком и почти вертикаль- 
ном сосуде ® э ® ® ® о ® ® ® 9 ® ® ® ® ® ® ® ® 


Применение тех же формул к движению жидкости, 
содержащейся в неглубоком и почти горизон- 
тальном канале и, в частности, к движению волн 


Отдел двенадцатый. О движении сжимаемых и 
упругих жидкостей .. еее › 
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